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Аннотация. Определены переходные характеристики си-
стемы четвертого порядка с двумя кратными и действи-
тельными отрицательными разными корнями характери-
стического уравнения с полиномом нулевой степени и с 
полиномом первой степени числителя передаточной 
функции. 
Доказано, что переходные характеристики систем четвер-
того порядка с двумя кратными и действительными отри-
цательными разными корнями характеристического урав-
нения с полиномом первой степени не имеют перерегули-
рование при условии: постоянная времени полинома чис-
лителя передаточной функции четвертого порядка меньше 
или равна большей постоянной времени знаменателя пе-
редаточной функции. 

Annotation. The transient characteristics 
of the fourth-order systems with two multi-
ply and real negative different roots of the 
characteristic equation with a polynomial 
of zero degree and with a polynomial of 
the first degree of the numerator of the 
transfer function are determined. 
It is proved that the transient characteristics 
fourth-order systems with two multiply and 
real negative different roots equation with a 
polynomial of zero degree and with a poly-
nomial of the first degree do not overshoot: 
time constant of the numerator polynomial 
of the transfer function of the fourth order is 
less than or equal to the larger time con-
stant of the denominator of the transfer 
function. 

Ключевые слова: переходная характеристика, характе-
ристическое уравнение системы четвертого порядка, корни 
характеристического уравнения. 

Keywords: transient response, character-
istic equation of the fourth order system, 
roots of the characteristic equation. 

 
статье [1] выполнен анализ переходных характеристик систем четвертого 
порядка с кратными корнями характеристического уравнения.  

В статье [2] выполнен анализ переходных характеристик систем четвертого поряд-
ка с действительными отрицательными разными корнями характеристического уравнения. 

В данной работе анализируются переходные характеристики системы четверто-
го порядка с двумя кратными и действительными отрицательными разными корнями 
характеристического уравнения. 

 

В 
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Передаточная функция систем четвертого порядка с двумя кратными и действи-
тельными отрицательными разными корнями характеристического уравнения имеет вид: 

������ = 1�	
� + 1�� ∙ �	�� + 1� ∙ �	�� + 1�, 
где  	
 ≠ 	� ≠ 	� – постоянные времени полинома знаменателя передаточной функ-

ции четвертого порядка. 
 
Корни характеристического уравнения системы четвертого порядка с двумя 

кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристического 
уравнения: 

�
;� = − 1	
 ; 	�� = − 1	� ; 	�� = − 1	� . 
Переходная характеристика системы четвертого порядка с двумя кратными и 

действительными отрицательными разными корнями характеристического уравнения 
имеет вид: 

ℎ����� = �
 ∙ �� ��� +�� ∙ � ∙ �� ��� + �� ∙ �� ��� +�� ∙ �� ��� +�� . 
Первая и вторая производные переходной характеристики системы четвертого 

порядка с двумя кратными и действительными отрицательными разными корнями ха-
рактеристического уравнения имеют вид: 

ℎ���
���� =  −�
	
 + ��! ∙ �� ��� − ��	
 ∙ � ∙ �� ��� −��	� ∙ �� ��� −��	� ∙ �� ��� ; 
ℎ�������� = "�
	
� − 2 ∙ ��	
$ ∙ �� ��� + ��	
� ∙ � ∙ ��

��� + ��	�� ∙ ��
��� + ��	�� ∙ ��

��� ; 
ℎ�������� = "−�
	
� + 3 ∙ ��	
�$ ∙ �� ��� − ��	
� ∙ � ∙ ��

��� − ��	�� ∙ ��
��� − ��	�� ∙ �� ��� . 

Так как начальные и конечное значения системы четвертого порядка (с точки 
зрения физики) имеют вид: 

&'
(
')
ℎ���0� = 0;ℎ���
��0� = 0;
ℎ������0� = 0;
ℎ������0� = 0;ℎ���∞� = 1,

 

а начальные и конечное значения системы четвертого порядка (с точки зрения мате-
матики) имеют вид: 

&'
''
(
'''
) ℎ���0� = �
 + �� + �� + ��;	

ℎ���
��0� = −�
	
 +�� −��	� − ��	� ;	
ℎ������0� = �
	
� − 2 ∙ ��	
 + ��	�� +

��	�� ;	
ℎ������0� = −�
	
� + 3 ∙ ��	
� −

��	�� −
��	�� ;ℎ���∞� = �� ,

 

то справедливы соотношения: �� = 1; 



Отраслевые научные и прикладные исследования: Топливно-энергетический комплекс 
 

 

 410 

&'
'(
''
) �
 +�� +�� + 1 = 0;	

−�
	
 + �� −��	� −��	� = 0;	
�
	
� − 2 ∙ ��	
 + ��	�� + ��	�� = 0;
−�
	
� + 3 ∙ ��	
� −

��	�� − ��	�� = 0.
 

Остальные коэффициенты переходной характеристики системы четвертого по-
рядка с двумя кратными и действительными отрицательными разными корнями харак-
теристического уравнения принимают значения: 

�
 = −	
� − 2	
	� − 2	
	� + 3	�	��	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	
�; 
�� = − 	
�	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ; 
�� = − 	���	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ; 
�� = 	���	
 − 	��� ∙ �	� − 	��. 

Таким образом, переходная характеристика системы четвертого порядка с дву-
мя кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристиче-
ского уравнения и её первая производная соответственно равны: 

ℎ����� = −	
� − 2	
	� − 2	
	� + 3	�	��	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	
� ∙ �� ��� − 	
�	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ � × 

× �� ��� − 	���	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ ��
��� + 	���	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ ��

��� + 1. 
ℎ���
���� = 2	�	� − 	
	� − 	
	��	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	
 ∙ ��

��� + 1�	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ � ∙ ��
��� + 

+ 	���	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ ��
��� − 	���	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ ��

��� . 
Передаточная функция системы четвертого порядка с двумя кратными и дей-

ствительными отрицательными разными корнями характеристического уравнения с 
полиномом первой степени в числителе имеет вид: 

��
��� = -� + 1�	
� + 1�� ∙ �	�� + 1� ∙ �	�� + 1�, 
где  τ – постоянная времени полинома числителя передаточной функции четвертого 

порядка. 
 
Переходная характеристика системы четвертого порядка с двумя кратными и 

действительными отрицательными разными корнями характеристического уравнения с 
полиномом первой степени в числителе имеет вид: 

ℎ�
��� = − �	
� − 2	
	� − 2	
	� + 3	�	�� ∙ 	
 − �2	�	� − 	
	� − 	
	�� ∙ -�	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ 
∙ 	
 ∙ �� ��� − 	
 − -�	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ � ∙ ��

��� − 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	�� ∙ ��
��� + 

+ 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	�� ∙ ��
��� + 1. 
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Рассмотрим два варианта значения корней системы четвертого порядка с двумя 
кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристического 
уравнения с полиномом первой степени в числителе. 

Вариант первый: 	
 > 	� > 	�. 
Если - = 	
,	то: 

ℎ�
��� = − 	
��	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ ��
��� + 	���	
 − 	�� ∙ �	� − 	�� ∙ ��

��� − 

− 	���	
 − 	�� ∙ �	� − 	�� ∙ ��
��� + 1. 

Вариант второй: 	� > 	
; 	� > 	�. 
Если - = 	� ,	то: 

ℎ�
��� = −	
 ∙ �	
 − 2	���	
 − 	��� ∙ �� ��� − 1	
 − 	� ∙ � ∙ ��
��� − 	���	
 − 	��� ∙ ��

��� + 1. 
Еслиℎ�
��∗� = 1,то: 

−�	
� − 2	
	� − 2	
	� + 3	�	�� ∙ 	
 − �2	�	� − 	
	� − 	
	�� ∙ -�	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	
 ∙ ���∗�� − 

− 	
 − -�	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ � ∙ ��
�∗�� − 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	�� ∙ ��

�∗��  

+ 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	�� ∙ ��
�∗�� = 0; 

или �	
� − 2	
	� − 2	
	� + 3	�	�� ∙ 	
 − �2	�	� − 	
	� − 	
	�� ∙ - ∙ 	
 ∙ �	� − 	�� ∙ 
∙ �� 0∗1� − �	
 − -� ∙ �	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ �	� − 	�� ∙ � ∙ �� 0∗1� − �	� − -� ∙∙ �	
 − 	��� ∙ 	�� ∙ �� 0∗1� +
+�	� − -� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	�� ∙ �� 0∗1� = 0, 

где  �∗ – время, за которое переходная характеристика системы четвертого порядка с 
двумя кратными и действительными отрицательными разными корнями характе-
ристического уравнения с полиномом первой степени в числителе передаточной 
функции достигает единичного значения. 

 
При этом должны выполняться условие: - > 	
, для первого варианта; - > 	�, для второго варианта. 
Первая производная переходной характеристики системы четвертого порядка с 

двумя кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристи-
ческого уравнения с полиномом первой степени в числителе имеет вид: 

ℎ�
�
���� = − �	
	� − 2	�	� + 	
	�� ∙ 	
 − �	
� − 	�	�� ∙ -�	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ �� ��� + 

+ 	
 − -	
 ∙ �	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ � ∙ ��
��� + 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	� ∙ ��

��� − 

− 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	� ∙ ��
��� ; 

Так как при � = �экстр первая производная переходной характеристики равна ну-
лю, то справедливо уравнение: 

−�	
	� − 2	�	� + 	
	�� ∙ 	
 − �	
� − 	�	�� ∙ -�	
 − 	��� ∙ �	
 − 	��� ∙ ���экстр�� + 
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+ 	
 − -	
 ∙ �	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ �экстр ∙ ��
�экстр�� + 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	� ∙ ��

�экстр�� − 

− 	� − -�	
 − 	��� ∙ �	� − 	�� ∙ 	� ∙ ��
�экстр�� = 0; 

−7�	
	� − 2	�	� + 	
	�� ∙ 	
 − �	
� − 	�	�� ∙ -8 ∙ 	
 ∙ �	� − 	�� ∙ ���экстр�� + 

+�	
 − -� ∙ �	
 − 	�� ∙ �	
 − 	�� ∙ �	� − 	�� ∙ �экстр ∙ ���экстр�� + 

+�	� − -� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	
	� ∙ ���экстр�� − �	� − -� ∙ �	
 − 	��� ∙ 	
	� ∙ ���экстр�� = 0. 
В работе принято условие, что 2	
 + 	� + 	� = 	. 
Проведена первая серия численного эксперимента, результаты которой пред-

ставлены в таблице 1. 
При этом 	
 = 0,3	, 	� = 0,25		и		� = 0,15	. 
 

Таблица 1 – Результаты первой серии численного эксперимента 

�	 
ℎ�
 

τ = 0 τ = 	
 τ = T 

0 0 0 0 

0,25 0,020758756 0,100001108 0,284899929 

0,5 0,150079901 0,371672816 0,888722952 

0,75 0,360965106 0,627211451 1,248452921 

1 0,570661387 0,798948615 1,331618814 

1,25 0,734277403 0,89781754 1,279411194 

1,5 0,845146089 0,950060938 1,194862254 

1,75 0,913737243 0,976246066 1,122099987 

2 0,953583339 0,988919248 1,071369702 

2,25 0,975694815 0,994905151 1,039729269 

2,5 0,987547812 0,997682979 1,021331701 

2,75 0,993732953 0,998955185 1,011140394 

3 0,996891994 0,999532 1,005692015 

3,25 0,998477579 0,999791485 1,002857265 

3,5 0,999262034 0,999907495 1,001413569 

3,75 0,999645482 0,999959104 1,000690888 

4 0,999831007 0,999981972 1,000334222 

4,25 0,999919986 0,999992071 1,000160268 

4,5 0,99996234 0,99999652 1,000076272 

4,75 0,999982367 0,999998475 1,000036059 

5 0,999991782 0,999999332 1,000016949 

 
По результатам первой серии численного эксперимента на рисунке 1 представ-

лены зависимости переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя 
кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристического 
уравнения с полиномом первой степени в числителе передаточной функции при раз-
личных значениях τ. 

Проведена вторая серия численного эксперимента. 	
 = 0,3	;		� = 0,25	;		� = 0,15		. 
Еслиτ = 0,6		, то:  �∗ = 0,9225514	;	�экстр = 1,2744836	;	ℎмакс = 1,061823792. 
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Если τ � 0,7		, то:  

�∗ � 0,7725856	;	 	�экстр � 1,1219335	;	�макс � 1,117745814. 

Если τ � 0,8		, то: 

�∗ � 0,6765363	;	 	�экстр � 1,0175372	;	�макс � 1,181411873. 

Если τ � 0,9		, то: 

�∗ � 0,6076873	;	 	�экстр � 0,9328525	;	�макс � 1,247363479. 

Если τ � 	, то: 

�∗ � 0,5569107	;	 	�экстр � 0,8503049	;	�макс � 1,30734456. 

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость��
 от 
�

�
 при различных τ 

 
По результатам второй серии численного эксперимента на рисунках 2 и 3 пред-

ставлены зависимости 
�экстр

�
, 
�∗

�
 от 

D

�
 и �макс от 

D

�
. 

 

 
 

Рисунок 2 – Зависимости 
�экстр

�
 и 

�∗

�
 от 

D

�
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Рисунок 3 – Зависимость ℎмакс от D� 
 
Проведена третья серия численного эксперимента, результаты которой пред-

ставлены в таблице 2. 
При этом 	
 � 0,2	, 	� � 0,5		и		� � 0,1	. 
 

Таблица 2 – Результаты третьей серии численного эксперимента 

�

	
 

��
 

τ � 0 τ � 	� τ � T 

0 0 0 0 

0,25 0,028697336 0,201653009 0,374608683 

0,5 0,180353086 0,58283706 0,985321034 

0,75 0,395231157 0,823063822 1,250896486 

1 0,589990034 0,93257513 1,275160226 

1,25 0,735360591 0,975865597 1,216370602 

1,5 0,833888231 0,991703429 1,149518626 

1,75 0,897348832 0,997226902 1,097104971 

2 0,937110253 0,999091999 1,061073745 

2,25 0,96165111 0,999707336 1,037763561 

2,5 0,976674743 0,999906834 1,023138924 

2,75 0,985831769 0,999970638 1,014109508 

3 0,991400019 0,999990823 1,008581626 

3,25 0,994781819 0,999997152 1,005212485 

3,5 0,996834385 0,999999121 1,003163857 

3,75 0,998079764 0,99999973 1,001919696 

4 0,998835259 0,999999918 1,001164576 

4,25 0,999293531 0,999999975 1,000706419 

4,5 0,999571499 0,999999992 1,000428486 

4,75 0,999740099 0,999999998 1,000259896 

5 0,999842362 0,999999999 1,000157637 
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По результатам третьей серии численного эксперимента на рисунке 4 представлены 
зависимости переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя кратными и 
действительными отрицательными разными корнями характеристического уравнения с по-
линомом первой степени в числителе передаточной функции при различных значениях τ. 

 

 
 

Рисунок 4 – Зависимость ℎ�
 от 
�� при различных τ 

 
Проведена четвертая серия численного эксперимента. 

	
 � 0,25		;		� � 0,5		. 

Еслиτ � 0,6		, то:  

�∗ � 0,9942512;	�экстр � 1,4506926	;	�макс � 1,024153398. 

Если τ � 0,7		,	то: 

�∗ � 0,7604282	;	 	�экстр � 1,2436662	;	�макс � 1,072381705. 

Если τ � 0,8		,	то: 

�∗ � 0,6397535	;	 	�экстр � 1,1400684	;	�макс � 1,132317102. 

Если τ � 0,9		,	то: 

�∗ � 0,5627849	;	 	�экстр � 1,0756975	;	�макс � 1,202356901. 

Если τ � 	,	то: 

�∗ � 0,508314	;	 	�экстр � 1,0312293	;	�макс � 1,270075256. 

По результатам четвертой серии численного эксперимента на рисунках 5 и 6 
представлены зависимости 

�экстр

�
, 
�∗

�
 от 

D

�
 и �макс от 

D

�
. 

 
Выводы 

Для систем четвертого порядка с двумя кратными и действительными отрица-
тельными разными корнями характеристического уравнения с полиномом нулевой сте-
пени и с полиномом первой степени числителя передаточной функции определены пе-
реходные характеристики. 

Проведены первый и третий численные эксперименты, на основании которых 
получены зависимости переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя 
кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристического 
уравнения с полиномом первой степени в числителе передаточной функции при раз-
личных значениях τ. 
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Рисунок 5 – Зависимости 
�экстр
�

 и 
�∗

�
 от 

D

�
 

 

 
 

Рисунок 6 – Зависимость �макс от 
D

�
 

 
Проведен второй и четвертый численные эксперименты. На их основании получены: 
–  зависимости времени, при которых переходные характеристики исследуемых 

систем достигают значения равного единице; 
–  зависимости времени (экстремальные), при которых переходные характери-

стики достигают максимального значения; 
–  зависимости максимальных значений переходных характеристик от постоян-

ной времени полинома числителя передаточной функции четвертого порядка и макси-
мальных значений переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя 
кратными и действительными отрицательными разными корнями характеристического 
уравнения с полиномом первой степени от постоянной времени полинома числителя 
передаточной функции четвертого порядка в относительных единицах. 

Установлено, что при условии, когда постоянная времени полинома числителя 
передаточной функции четвертого порядка больше или равна большей постоянной 
времени полинома знаменателя передаточной функции четвертого порядка, переход-
ные характеристики систем четвертого порядка с двумя кратными и действительными 
отрицательными разными корнями характеристического уравнения с полиномом пер-
вой степени числителя передаточной функции не имеет перерегулирования. 
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