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Аннотация. Определены переходные характеристики си-
стемы пятого порядка с двумя корнями кратностью два и с 
одним корнем кратностью один характеристического урав-
нения с полиномом нулевой степени и с полиномом пер-
вой степени числителя передаточной функции. 
Доказано, что переходные характеристики системы пятого 
порядка с двумя корнями кратностью два и с одним корнем 
кратностью один характеристического уравнения с поли-
номом первой степени не имеют перерегулирование при 
условии: постоянная времени полинома числителя пере-
даточной функции пятого порядка меньше или равна 
большей постоянной времени знаменателя передаточной 
функции. 

Annotation. Transient characteristics of 
the fifth-order system with two roots of 
multiplicity two and with one root of multi-
plicity one of the characteristic equation 
with a polynomial of zero degree and with 
a polynomial of the first degree of the 
numerator of the transfer function are 
determined. 
It is proved that the transient characteris-
tics of a fifth-order system with two roots of 
multiplicity two and with one root of multi-
plicity one of the characteristic equation 
with a polynomial of the first degree do not 
have overshoot provided that the time 
constant of the polynomial of the numera-
tor of the fifth order transfer function is less 
than or equal to the greater time constant 
of the denominator of the transfer function. 
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ристическое уравнение системы пятого порядка, корни ха-
рактеристического уравнения. 
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статье [1] выполнен анализ переходных характеристик систем пятого по-
рядка с кратными корнями характеристического уравнения.  

В данной работе анализируются переходные характеристики системы пятого 
порядка с двумя корнями кратностью два и с одним корнем кратностью один характе-
ристического уравнения. 

Передаточная функция систем пятого порядка с двумя корнями кратностью два 
и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения: 

 W���p� = �
�	
����∙�	����∙�	�����, 

где   T� ≠ T� ≠ T� – постоянные времени полинома знаменателя передаточной функ-
ции пятого порядка. 

В 
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Корни характеристического уравнения системы с двумя корнями кратностью два 
и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения: 

 P�;� = − �
	
 ; 	P�;� = − �

	 ; P� = − �
	�	. 

Переходная характеристика системы пятого порядка с двумя корнями кратно-
стью два и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения имеет 
вид: 

 h���t� = K� ∙ e�  !
 + K� ∙ t ∙ e�  !
 + K� ∙ e�  ! + K� ∙ t ∙ e�  ! + K� ∙ e�  !� + K#. 
Первая, вторая, третья и четвертая производные переходной характеристики 

системы пятого порядка с двумя корнями кратностью два и с одним корнем кратностью 
один характеристического уравнения имеют вид: 

 h������t� = $− %
	
 + K�& ∙ e�  !
 − %	
 ∙ t ∙ e�  !
 + $−%�	 + K�& ∙ e�  ! − %'	 ∙ t ∙ e�  ! − %(	� ∙ e�  !�; 
 h������t� = $%
	
 − 2 ∙ %	
& ∙ e�  !
 + %	
 ∙ t ∙ e�  !
 + $%�	 − 2 ∙ %'	& ∙ e�  ! + %'	 ∙ t ∙ e�  ! + %(	� ∙ e�  !�; 
 h������t� = $− %
	
� + 3 ∙ %	
& ∙ e�  !
 − %	
� ∙ t ∙ e�  !
 + $− %�	� + 3 ∙ %'	& ∙ e�  ! − %'	� ∙ t ∙ e�  ! − %(	�� ∙ e�  !�; 
 h������t� = $%
	
' − 4 ∙ %	
�& ∙ e�  !
 + %	
' ∙ t ∙ e�  !
 + $%�	' − 4 ∙ %'	�& ∙ e�  ! + %'	' ∙ t ∙ e�  ! + %(	�' ∙ e�  !� . 

Так как начальные и конечное значения системы пятого порядка (с точки зрения 
физики) имеют вид: 

 

,-
-.
--
/h���0� = 0;
h������0� = 0;
h������0� = 0;
h������0� = 0;
h������0� = 0;h���∞� = 1,

 

а начальные и конечное значения системы пятого порядка (с точки зрения математики) 
имеют вид:	

 

,-
--
.
--
-/
h���0� = K� + K� + K� + K#;																																																														h������0� = − %
	
 + K� − %�	 + K� − %(	� ;																																															h������0� = %
	
 − 2 ∙ %	
 + %�	 − 2 ∙ %'	 + %(	� ;																																							h������0� = −%
	
� + 3 ∙ %	
 − %�	� + 3 ∙ %'	 − %(	�� ;																																	h������0� = %
	
' − 4 ∙ %	
� + %�	' − 4 ∙ %'	� + %(	�' ;																																						h���∞� = K#,																																																																																												

			 

то справедливы соотношения: 

 K# = 1; 

 

,-
-.
--
/K� + K� + K� + 1 = 0;																																																																		
−%
	
 + K� − %�	 + K� − %(	� = 0;																																																			
%
	
 − 2 ∙ %	
 + %�	 − 2 ∙ %'	 + %(	� = 0;																																										
− %
	
� + 3 ∙ %	
 − %�	� + 3 ∙ %'	 − %(	�� = 0;																																							
%
	
' − 4 ∙ %	
� + %�	' − 4 ∙ %'	� + %(	�' = 0.																																									

 



Технические науки / Technical sciences 
 

 

 77

Остальные коэффициенты переходной характеристики системы пятого порядка 
с двумя корнями кратностью два и с одним корнем кратностью один характеристиче-
ского уравнения имеют вид: 

 K� = − 	
��	
	��	
	���		�	�	
�	��∙�	
�	�� ∙ T��; 
 K� = − 	
�	
�	�∙�	
�	�� ; 
 K� = 	��	
	��		���	
	��	
�	��∙�	�	�� ∙ T��; 
 K� = − 	�	
�	�∙�	�	�� ; 
 K� = − 	�'�	
�	��∙�	�	��	. 

Таким образом, переходная характеристика системы пятого порядка с двумя 
корнями кратностью два и с одним корнем кратностью один характеристического урав-
нения и её первая производная соответственно равны: 

 h���t� = − 	
��	
	��	
	���		�	�	
�	��∙�	
�	�� ∙ T�� ∙ e�  !
 − 

 − 	
�	
�	�∙�	
�	�� ∙ t ∙ e�
 !
 + 	��	
	��		���	
	��	
�	��∙�	�	�� ∙ T�� ∙ e�  ! − 

 − 	�	
�	�∙�	�	�� ∙ t ∙ e�
 ! − 	�'�	
�	��∙�	�	�� ∙ e�  !� + 1	. 

 h������t� = − �	
	�	
	���		�	�	
�	��∙�	
�	�� ∙ T�� ∙ e�  !
 + 	
�	
�	�∙�	
�	�� ∙ t ∙ e�
 !
 + 

 + �	
	��	
	��		��	
�	��∙�	�	�� ∙ T�� ∙ e�  ! + 	�	
�	�∙�	�	�� ∙ t ∙ e�  ! + 	���	
�	��∙�	�	�� ∙ e�
 !� . 

Передаточная функция системы пятого порядка с двумя корнями кратностью 
два и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения с полиномом 
первой степени в числителе имеет вид: 

 W���p� = 3���
�	
����∙�	����∙�	�����, 

где   τ – постоянная времени полинома числителя передаточной функции пятого по-
рядка. 

 

Переходная характеристика системы пятого порядка с двумя корнями кратно-
стью два и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения с полино-
мом первой степени в числителе имеет вид: 

 h���t� = − 5	
��	
	��	
	���		��	
�	��∙�	
�	�� ∙ T�� + �	
	�	
	���		��	
�	��∙�	
�	�� ∙ T��τ6 ∙ 
 ∙ e�  !
 + 5− 	
�	
�	�∙�	
�	�� + 	
3�	
�	�∙�	
�	��6 ∙ t ∙ e�

 !
 + 

 +5	��	
	��		���	
	��	
�	��∙�	�	�� ∙ T�� + �	
	��	
	��		��	
�	��∙�	�	�� ∙ T��τ6 ∙ e�  ! + 

 +5− 	�	
�	�∙�	�	�� + 	3�	
�	�∙�	�	��6 ∙ t ∙ e�
 ! + 

 +5− 	�'�	
�	��∙�	�	�� + 	��3�	
�	��∙�	�	��6 ∙ e�
 !� + 1. 

Рассмотрим два варианта значения корней переходной характеристики системы 
пятого порядка с двумя корнями кратностью два и с одним корнем кратностью один ха-
рактеристического уравнения с полиномом первой степени в числителе. 
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Вариант первый: T� > T� > T�. 
При этом, если τ = T�,	то 

 h���t� = − 	
��	
�	�∙�	
�	�� ∙ e�
 !
 − 	��	
	��		���	
	��	
�	�∙�	�	�� ∙ T�� ∙ 

 ∙ e�  ! + 	�	
�	�∙�	�	�� ∙ t ∙ e�
 ! + 	���	
�	��∙�	�	�� ∙ e�

 !� + 1. 
Предположим T� = �

�Т; T� = �
�Т;	T� = �

��Т.	 
При τ=0 

 h���t� = �9:�
; ∙ e��  ! − ���

� ∙ <
	 ∙ e��  ! − 320 ∙ e��  ! − 160 ∙ <

	 ∙ e�9 ! − �
; ∙ e��� ! + 1. 

При τ=T� 

 h���t� = − ���
� ∙ e�� ! + 40 ∙ e�� ! + 40 ∙ <

	 ∙ e��  ! + �
� ∙ e���  ! + 1. 

При τ=2T� 

 h���t� = − �#��
; ∙ e�� ! + ���

� ∙ <
	 ∙ e�� ! + 400 ∙ e�� ! + 240 ∙ <

	 ∙ e�� ! + �#
; ∙ e���  ! + 1. 

Проведена первая серия численного эксперимента, результаты которой пред-
ставлены в таблице 1. 

При этом	T� = �
�Т; T� = �

�Т;	T� = �
��Т. 

 
Таблица 1 – Результаты первой серии численного эксперимента 

t
T 

h�� 

τ = 0 τ = T� τ = 2T� 

0 0 0 0 

0,25 0,010524567 0,051653127 0,092781686 

0,5 0,117170005 0,290621747 0,46407349 

0,75 0,332764857 0,572149751 0,811534644 

1 0,563987871 0,775914406 0,987840942 

1,25 0,744822971 0,892995565 1,04116816 

1,5 0,862408185 0,9520273 1,041646416 

1,75 0,930253248 0,979435681 1,028618113 

2 0,966284841 0,991470383 1,016655926 

2,25 0,984298937 0,996548874 1,00879881 

2,5 0,992902928 0,998630068 1,004357208 

2,75 0,996868864 0,999464251 1,002059639 

3 0,998645906 0,999792936 1,000939965 

3,25 0,999424085 0,999920719 1,000417353 

3,5 0,999758472 0,999969873 1,000181274 

3,75 0,999899911 0,999988621 1,000077331 

4 0,999958947 0,999995723 1,0000325 

4,25 0,99998331 0,999998399 1,000013488 

4,5 0,999993267 0,999999403 1,000005539 

4,75 0,999997302 0,999999778 1,000002254 

5 0,999998925 0,999999917 1,00000091 
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По результатам первой серии численного эксперимента на рисунке 1 представле-
ны зависимости переходных характеристик системы пятого порядка с двумя корнями 
кратностью два и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения с по-
линомом первой степени в числителе передаточной функции при различных значениях τ. 

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость h�� от 
<

	
 при различных τ 

 
Вариант второй: T� > T� > T�. 
При этом, если τ � T�,	то 

 h���t� � �
	
��	

�	
�	�
�
∙ T�

� ∙ e
�

 

!
 �
	


�	
�	�

∙ t ∙ e

�
 

!
 �
�	
�	

�	
�	�
�
∙ T�

� ∙ e
�

 

! �
	

�	
�	�

∙ t ∙ e

�
 

! " 1. 

Предположим T� �
�

�
Т; T� �

�

��
Т;	T� �

�

��
Т. 

При τ	= 0 

 h���t� � �64 ∙ e
��

 

! " 160 ∙
<

	
∙ e

��
 

! " 99 ∙ e
�

@

�
∙
 

! " 60 ∙
<

	
∙ e

�
@

�
∙
 

! � 36 ∙ e
�


@

�
∙
 

! " 1. 

При τ	=	T� 

 h���t� � 80 ∙ e
��

 

! � 80 ∙
<

	
∙ e

��
 

! � 81 ∙ e
�

@

�
∙
 

! � 60 ∙
<

	
∙ e

�
@

�
∙
 

! " 1.											 

При τ	= 2T� 

 h���t� � 224 ∙ e
��

 

! � 320 ∙
<

	
∙ e

��
 

! � 261 ∙ e
�

@

�
∙
 

! � 180 ∙
<

	
∙ e

�
@

�
∙
 

! " 36 ∙ e
�


@

�
∙
 

! " 1. 

Проведена вторая серия численного эксперимента, результаты которой пред-
ставлены в таблице 2. 

При этом	T� �
�

�
Т; T� �

�

��
Т;	T� �

�

��
Т. 

 
Таблица 2 – Результаты второй серии численного эксперимента 

t

T
 

h�� 

τ � 0 τ � T� τ � 2T� 

1 2 3 4 

0 0 0 0 

0,25 0,010168093 0,058229939 0,106291786 

0,5 0,115783418 0,323586683 0,531389949 

0,75 0,332198185 0,621373595 0,910549005 
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Окончание таблицы 2 

1 2 3 4 

1 0,564927926 0,820558634 1,076189342 

1,25 0,746227322 0,923893279 1,101559236 

1,5 0,863357344 0,970113237 1,076869131 

1,75 0,930558145 0,988897382 1,047236619 

2 0,966162257 0,996042467 1,025922676 

2,25 0,984010704 0,998633195 1,013255687 

2,5 0,992613241 0,999539455 1,006465669 

2,75 0,996643628 0,999847837 1,003052045 

3 0,998493433 0,999950518 1,001407602 

3,25 0,999329773 0,999984117 1,000638461 

3,5 0,999703779 0,999994957 1,000286134 

3,75 0,999869701 0,999998413 1,000127125 

4 0,999942883 0,999999504 1,000056126 

4,25 0,999975024 0,999999846 1,000024668 

4,5 0,999989099 0,999999953 1,000010807 

4,75 0,999995248 0,999999985 1,000004723 

5 0,99999793 0,999999996 1,000002061 

 
По результатам второй серии численного эксперимента на рисунке 2 представлены 

зависимости переходных характеристик системы пятого порядка с двумя корнями кратно-
стью два и с одним корнем кратностью один характеристического уравнения с полиномом 
первой степени в числителе передаточной функции при различных значениях τ. 

 

 
 

Рисунок 2 – Зависимость h�� от  
<

	
 при различных τ 

 

Выводы: 
Для систем пятого порядка с двумя корнями кратностью два и с одним корнем 

кратностью один характеристического уравнения с полиномом нулевой степени и с по-
линомом первой степени числителя передаточной функции определены переходные 
характеристики. 
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Проведены первый и второй численные эксперименты, на основании которых 
получены зависимости переходных характеристик системы пятого порядка с двумя 
корнями кратностью два и с одним корнем кратностью один характеристического урав-
нения с полиномом первой степени в числителе передаточной функции при различных 
значениях τ. 

Установлено: если постоянная времени полинома числителя передаточной 
функции пятого порядка меньше или равна большей постоянной времени знаменателя 
передаточной функции, то переходные характеристики систем пятого порядка с двумя 
корнями кратностью два и с одним корнем кратностью один характеристического урав-
нения с полиномом первой степени числителя передаточной функции не имеют пере-
регулирования. 
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