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Аннотация. Определены переходные характеристики си-
стемы четвертого порядка с двумя парами кратных корней 
характеристического уравнения с полиномом нулевой сте-
пени и с полиномом первой степени числителя передаточ-
ной функции. 
Доказано, что переходные характеристики систем четвер-
того порядка с двумя парами кратных корней характеристи-
ческого уравнения с полиномом первой степени не имеют 
перерегулирование при условии: постоянная времени поли-
нома числителя передаточной функции четвертого порядка 
меньше или равна большей постоянной времени знамена-
теля передаточной функции. 

Annotation. The transient characteristics of 
the fourth-order systems with two pairs of 
multiple roots of the characteristic equation 
with a polynomial of zero degree and with a 
polynomial of the first degree of the numer-
ator of the transfer function are determined. 
It is proved that the transient characteristics 
fourth-order systems with two pairs of mul-
tiple roots equation with a polynomial of 
zero degree and with a polynomial of the 
first degree do not overshoot: time constant 
of the numerator polynomial of the transfer 
function of the fourth order is less than or 
equal to the larger time constant of the de-
nominator of the transfer function. 

Ключевые слова: переходная характеристика, характери-
стическое уравнение системы четвертого порядка, корни 
характеристического уравнения. 
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статье [1] выполнен анализ переходных характеристик систем четвертого 
порядка с кратными корнями характеристического уравнения.  

В статье [2] выполнен анализ переходных характеристик систем четвертого по-
рядка с четырьмя действительными отрицательными разными корнями характеристи-
ческого уравнения. 

В статье [3] выполнен анализ переходных характеристик систем четвертого по-
рядка с двумя кратными и действительными отрицательными разными корнями харак-
теристического уравнения. 

В данной работе анализируются переходные характеристики системы четвертого 
порядка с двумя парами кратных корней характеристического уравнения. 

Передаточная функция систем четвертого порядка с двумя парами кратных кор-
ней характеристического уравнения имеет вид: 

������ = 1�	
� + 1�� ∙ �	�� + 1��, 

В 
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где  	
 ≠ 	� – постоянные времени полинома знаменателя передаточной функции чет-
вертого порядка. 

 
Корни характеристического уравнения системы четвертого порядка с двумя па-

рами кратных корней характеристического уравнения: 

�
;� = − 1	
 ;  ��;� = − 1	� . 
Переходная характеристика системы четвертого порядка с двумя парами крат-

ных корней характеристического уравнения имеет вид: 

ℎ����� = �
 ∙ �� ��� + �� ∙ � ∙ �� ��� + �� ∙ �� ��� + �� ∙ � ∙ �� ��� + ��. 
Первая, вторая и третья производные переходной характеристики системы четвер-

того порядка с двумя парами кратных корней характеристического уравнения имеют вид: 

ℎ���
���� = �− �
	
 + �� ∙ �� ��� − ��	
 ∙ � ∙ �� ��� + �− ��	� + �� ∙ �� ��� − ��	� ∙ � ∙ �� ��� ; 
ℎ�������� = !�
	
� − 2 ∙ ��	
 # ∙ �� ��� + ��	
� ∙ � ∙ �� ��� + !��	�� − 2 ∙ ��	� # ∙ �� ��� + ��	�� ∙ � ∙ �� ��� ; 
ℎ�������� = !− �
	
� + 3 ∙ ��	
�# ∙ �� ��� − ��	
� ∙ � ∙ �� ��� + 

 + !− ��	�� + 3 ∙ ��	��# ∙ �� ��� − ��	�� ∙ � ∙ �� ��� . 
Так как начальные и конечное значения системы четвертого порядка (с точки зре-

ния физики) имеют вид: 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

ℎ���0� = 0;ℎ���
��0� = 0;
ℎ������0� = 0;
ℎ������0� = 0;ℎ���∞� = 1,

 

а начальные и конечное значения системы четвертого порядка (с точки зрения матема-
тики) имеют вид: 

⎩⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎧ ℎ���0� = �
 + �� + ��; 

ℎ���
��0� = − �
	
 + �� − ��	� − ��; 
ℎ������0� = �
	
� − 2 ∙ ��	
 + ��	�� − 2 ∙ ��	� ; 

ℎ������0� = − �
	
� + 3 ∙ ��	
� − ��	�� + 3 ∙ ��	�� ; 
ℎ���∞� = �� ,

 

то справедливы соотношения: �� = 1; 

⎩⎪
⎪⎨
⎪⎪
⎧ �
 + �� + 1 = 0; 

− �
	
 + �� − ��	� − �� = 0; 
�
	
� − 2 ∙ ��	
 + ��	�� − 2 ∙ ��	� = 0; 

− �
	
� + 3 ∙ ��	
� − ��	�� + 3 ∙ ��	�� = 0.
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Остальные коэффициенты переходной характеристики системы четвертого по-
рядка с двумя парами кратных корней характеристического уравнения принимают зна-
чения: 

�
 = − 	
 − 3	��	
 − 	��� ∙ 	
�; 
�� = − 	
�	
 − 	��� ; 
�� = − 3	
 − 	��	
 − 	��� ∙ 	��; 
�� = − 	��	
 − 	���. 

Таким образом, переходная характеристика системы четвертого порядка с двумя 
парами кратных корней характеристического уравнения и её первая производная соот-
ветственно равны: 

ℎ����� = − 	
 − 3	��	
 − 	��� ∙ 	
� ∙ �� ��� − 	
�	
 − 	��� ∙ � ∙ �� ��� − 3	
 − 	��	
 − 	��� ∙ 	�� ∙ �� ��� − 

 − 	��	
 − 	��� ∙ � ∙ �� ��� + 1; 
ℎ���
���� = − 2	
	��	
 − 	��� ∙ �� ��� + 1�	
 − 	��� ∙ � ∙ �� ��� + 2	
	��	
 − 	��� ∙ �� ��� + 

 + 1�	
 − 	��� ∙ � ∙ �� ��� . 
Передаточная функция системы четвертого порядка с двумя парами кратных кор-

ней характеристического уравнения с полиномом первой степени в числителе имеет 
вид: 

��
��� = +� + 1�	
� + 1�� ∙ �	�� + 1��, 
где  τ – постоянная времени полинома числителя передаточной функции четвертого 

порядка. 
 
Переходная характеристика системы четвертого порядка с двумя парами крат-

ных корней характеристического уравнения с полиномом первой степени в числителе 
имеет вид: 

ℎ�
��� = − �	
 − 3	�� ∙ 	
 + 2	� ∙ +�	
 − 	��� ∙ 	
 ∙ �� ��� − 	
 − +�	
 − 	��� ∙ � ∙ �� ��� − 

 − �3	
 − 	�� ∙ 	� − 2	� ∙ +�	
 − 	��� ∙ 	� ∙ �� ��� − 	� − +�	
 − 	��� ∙ � ∙ �� ��� + 1. 
При этом должны выполняться условие: 	
 > 	�. 
Если ℎ�
��∗� = 1, то: 

[�	
 − 3	�� ∙ 	
 + 2	
 ∙ +] ∙ 	
 ∙ ���∗�� − �	
 − 	�� ∙ �	
 − +� ∙ � ∙ ���∗�� − 

−[�3	
 − 	�� ∙ 	� − 2	
 ∙ +] ∙ 	� ∙ ���∗�� − �	
 − 	�� ∙ �	� − +� ∙ � ∙ ���∗�� = 0; 
где  �∗ – время, за которое переходная характеристика системы четвертого порядка с 

двумя парами кратных корней характеристического уравнения с полиномом пер-
вой степени в числителе достигает единичного значения. 
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Первая производная переходной характеристики системы четвертого порядка с 
двумя парами кратных корней характеристического уравнения с полиномом первой сте-
пени в числителе имеет вид: 

ℎ�
�
���� = �	
 − 3	�� ∙ 	
 + 2	� ∙ + − �	
 − 	�� ∙ �	
 − +��	
 − 	��� ∙ �� ��� + 

+ 	
 − +�	
 − 	��� ∙ 	
 ∙ � ∙ �� ��� + �3	
 − 	�� ∙ 	� − 2	
 ∙ + − �	
 − 	�� ∙ �	� − +��	
 − 	��� ∙ �� ��� + 

+ 	� − +�	
 − 	��� ∙ 	� ∙ � ∙ �� ��� . 
Так как при � = �экстр первая производная переходной характеристики равна нулю, 

то справедливо уравнение: �	
 − 3	�� ∙ 	
 + 2	� ∙ + − �	
 − 	�� ∙ �	
 − +��	
 − 	��� ∙ �� ��� + 

+ 	
 − +�	
 − 	��� ∙ 	
 ∙ � ∙ �� ��� + 

+ �3	
 − 	�� ∙ 	� − 2	
 ∙ + − �	
 − 	�� ∙ �	� − +��	
 − 	��� ∙ �� ��� + 

+ 	� − +�	
 − 	��� ∙ 	� ∙ � ∙ �� ��� = 0; 
[�	
 − 3	�� ∙ 	
 + 2	
 ∙ + − �	
 − 	�� ∙ �	
 − +�] ∙ 	
	� ∙ ���∗�� + 

+�	
 − 	�� ∙ �	
 − +� ∙ 	� ∙ � ∙ ���∗�� + 

+[�3	
 − 	�� ∙ 	� − 2	
 ∙ + − �	
 − 	�� ∙ �	� − +�] ∙ 	
	� ∙ ���∗�� + 

+�	
 − 	�� ∙ �	� − +� ∙ 	
 ∙ � ∙ ���∗�� = 0. 
В работе принято условие, что: 2	
 + 2	� = 	. 
Проведена первая серия численного эксперимента, результаты которой пред-

ставлены в таблице 1. 
При этом 	
 = 0,4	 и 	� = 0,1	. 
 

Таблица 1 – Результаты первой серии численного эксперимента 

�	 
ℎ�
 

τ = 0 τ = 	
 τ = T 

1 2 3 4 

0 0 0 0 

0,25 0,031829697 0,18067218 0,403935906 

0,5 0,18705366 0,507128676 0,9872412 

0,75 0,397253525 0,729181835 1,2270743 

1 0,586465881 0,854257758 1,255945573 

1,25 0,729862529 0,921908322 1,209977012 

1,5 0,829277951 0,958192441 1,151564177 

1,75 0,894632528 0,977621246 1,102104324 

2 0,936114275 0,988021443 1,065882195 

2,25 0,961797146 0,993588334 1,041275116 
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Окончание таблицы 1 

1 2 3 4 

2,5 0,977406537 0,996568082 1,025310399 

2,75 0,986758482 0,998163026 1,015269843 

3 0,992297788 0,999016739 1,009095165 

3,25 0,995548364 0,999473698 1,005361699 

3,5 0,997441143 0,999718291 1,003134013 

3,75 0,9985361 0,999849212 1,00181888 

4 0,999165986 0,999919289 1,001049243 

4,25 0,999526584 0,999956799 1,000602121 

4,5 0,999732146 0,999976876 1,000343971 

4,75 0,999848892 0,999987623 1,000195718 

5 0,999914977 0,999993375 1,000110971 

 
По результатам первой серии численного эксперимента на рисунке 1 представ-

лены зависимости переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя па-
рами кратных корней характеристического уравнения с полиномом первой степени в 
числителе передаточной функции при различных значениях τ. 

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость ℎ�
 от 
�� при различных τ 

 
Проведена вторая серия численного эксперимента. 

 	
 = 0,4	; 	� = 0,1	.  
Еслиτ = 0,6	,то:  

 �∗ = 0,9225514	; �экстр = 1,2744836	; ℎмакс = 1,061823792. 
Если τ = 0,7	,то:  

 �∗ = 0,7725856	;  �экстр = 1,1219335	; ℎмакс = 1,117745814. 
Если τ = 0,8	,то: 

 �∗ = 0,6765363	;  �экстр = 1,0175372	; ℎмакс = 1,181411873. 
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Если τ = 0,9	,то: 

 �∗ = 0,6076873	;  �экстр = 0,9328525	; ℎмакс = 1,247363479. 
Если τ = 	,то: 

 �∗ = 0,5569107	;  �экстр = 0,8503049	; ℎмакс = 1,30734456. 
По результатам второй серии численного эксперимента на рисунках 2 и 3 пред-

ставлены зависимости 
�экстр� , 

�∗�  от 
?� и ℎмакс от ?�. 

 

 
 

Рисунок 2 – Зависимости 
�экстр�  и 

�∗�  от 
?� 

 
Выводы 

Для систем четвертого порядка с двумя парами кратных корней характеристиче-
ского уравнения с полиномом нулевой степени и с полиномом первой степени числителя 
передаточной функции определены переходные характеристики. 

Проведены первый численный эксперимент, на основании которого получены за-
висимости переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя парами крат-
ных корней характеристического уравнения с полиномом первой степени в числителе 
передаточной функции при различных значениях τ. 

Проведен второй численный эксперимент. На его основании получены: 
–  зависимости времени, при которых переходные характеристики исследуемых 

систем достигают значения равного единице; 
–  зависимости времени (экстремальные), при которых переходные характери-

стики достигают максимального значения; 
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–  зависимости максимальных значений переходных характеристик от постоян-
ной времени полинома числителя передаточной функции четвертого порядка и макси-
мальных значений переходных характеристик системы четвертого порядка с двумя па-
рами кратных корней характеристического уравнения с полиномом первой степени от 
постоянной времени полинома числителя передаточной функции четвертого порядка в 
относительных единицах. 

 

 
 

Рисунок 3 – Зависимость ℎмакс от ?� 

 
Установлено, что при условии, когда постоянная времени полинома числителя 

передаточной функции четвертого порядка больше или равна большей постоянной вре-
мени полинома знаменателя передаточной функции четвертого порядка, переходные 
характеристики систем четвертого порядка с двумя парами кратных корней характери-
стического уравнения с полиномом первой степени числителя передаточной функции 
не имеет перерегулирования. 
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