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Аннотация. Устанавливается для биполяронных образо-
ваний взаимосвязь между вариационным принципом и 
теоремой вириала, оптимизирующей электронные волно-
вые функции. Показано, что ни при каких условиях, не 
нарушающих основные физические принципы, одноцен-
тровое состояние биполярона в модели Кашириной Н.И. и 
Лахно В.Д., не является устойчивым образованием. Уста-
новлено, что поэтапное увеличение гибкости электронной 
волновой функции за счет учета межэлектронных корре-
ляций не приводит к стабилизации одноцентрового бипо-
лярона. Биполярон Ландау-Пекара сохраняет простран-
ственную аксиальную симметрию. Приводятся аргументы, 
указывающие на методические ошибки вычислений Каши-
риной Н.И. и Лахно В.Д., а также на вытекающие из этих 
вычислений неверные физические следствия. Выполнено 
сравнение теоретических вычислений для аксиально-
симметричного биполярона с надежно установленными 
экспериментальными данными. 
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Annotation.  For bipolaron formations, a 
relation is established between the variational 
principle and the virial theorem optimizing the 
electronic wave functions. It is shown that a 
bipolaron one-center state is unstable under 
any conditions that do not violate basic 
physical principles. It is established that a 
step-by-step increase in the flexibility of the 
electronic wave function due to the 
interelectron correlations does not stabilize a 
one-center bipolaron. Bipolaron Landau-
Pekar retains spatial axial symmetry. It is 
argued that the results of calculations of 
Kashirina N.I. and Lakhno V.D. based on the 
one-center bipolaron model are incorrect. We 
adduce proofs which point to methodological 
errors of bipolaron calculations of Kashiri-          
na N.I. and Lakhno V.D., as well as arising 
from their calculations incorrect physical 
consequences. Theoretical calculations are 
compared with firmly established 
experimental data. 
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В последнее время появилось большое число публикаций по исследованию 

стабильности континуального биполярона Ландау-Пекара и определению области его 
существования, как по величине константы электрон-фононной связи, так и по значе-
ниям диэлектрических параметров полярных сред. Решение биполяронной проблемы 
сводится к поиску решения нелинейного интегро-дифференциального уравнения са-
мосогласованного поля [1]. Поскольку получить решение этого уравнения в настоящее 
время не представляется возможным, то обычно для поиска решения разной степени 
приближенности к точному решению, пользуются вариационными методами. Однако 
применение вариационного метода требует определенной осторожности, поскольку 
при поиске аппроксимаций к решению задача исследования условного (локального) 
минимума системы может быть подменена, по мере усложнения пробной вариацион-
ной электронной функции, изучением безусловного (абсолютного) минимума, который 
не имеет физического смысла. 

В настоящей работе исследуется связь вариационного метода с вириальными со-
отношениями и вытекающими из них следствиями применительно к решению проблемы 
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устойчивости биполярона. Анализируются дополнительные ограничения, оптимизирую-
щие вариационные электронные волновые функции биполяронной задачи, а также об-
суждаются физические следствия, к которым они приводят при дополнительном учете 
электронных корреляций. Усложнение пробной электронной волновой функции главным 
образом связано с правильным учетом в двухэлектронных системах электронных корре-
ляций. Впервые учет межэлектронной корреляции путем введения в волновую функцию 
функциональной зависимости от расстояния между электронами выполнил Пекар С.И. [2]. 
Им было установлено, что электронные корреляции не приводят к стабилизации одноцен-
трового сферически-симметричного синглетного биполярона. 

Исследования хартри-фоковской аппроксимации к решению биполяронной задачи 
для произвольных расстояний R между центрами тяжести поляронов показали [3–6], что 
при R → 0 парный межполяронный потенциал имеет максимум и, следовательно, одно-
центровое состояние биполярона неустойчиво. Минимум межполяронного потенциала 
возникает только на некоторых промежуточных равновесных расстояниях между взаимо-
действующими поляронами. Поэтому важно знать, насколько межэлектронная корреляция 
существенна для стабилизации биполяронных образований. Действительно ли межэлек-
тронная корреляция вносит столь значительный вклад в энергию связи биполярона, что 
она радикально изменяет пространственную конфигурацию биполярона Ландау-Пекара, 
полученную в приближении Хартри-Фока. Как утверждают Каширина и Лахно [7, 8], бипо-
лярон, за счет корреляционных эффектов, из двухцентрового аксиально-симметричного 
образования переходит в одноцентровое сферически-симметричное.  

Цель настоящей работы состоит в критическом анализе результатов, получен-
ных в работах Кашириной и Лахно [7–9]. Для этого воспользуемся хорошо известными 
положениями вариационного метода и надежно установленными физическими след-
ствиями, возникающими от эффектов межэлектронных корреляций в электронных си-
стемах. Громоздкая и трудновоспроизводимая вычислительная процедура, настойчиво 
предлагаемая Кашириной и Лахно, крайне сомнительна и не доступна простой и 
наглядной проверке. Однако нет необходимости проверять их громоздкие и неясные 
вычисления. Существуют твердо установленные принципы корректного применения 
вариационного метода, особенно важные для квантово-механических систем, а также 
имеются надежно установленные физические следствия, связанных с правильным 
учетом эффектов межэлектронных корреляций в электронных системах. Пользуясь 
этими хорошо известными представлениями, покажем математически строго и в тоже 
время просто, причем с ясным физическим смыслом используемых аргументов оши-
бочность, как вариационных вычислений, так и надуманность физических следствий 
полученных в работах Кашириной и Лахно. Некорректное применение ими вариацион-
ного метода приводит к результатам, которые очевидно противоречат здравому смыс-
лу. Этим вопросам и посвящена настоящая статья. 

Пользуясь результатами адиабатической трансляционно-инвариантной теории 
биполярона Ландау-Пекара [6, 10, 11] интегро-дифференциальное уравнение можно 
заменить эквивалентным функционалом для полной самосогласованной электронной 
энергии E(R) биполярона:  

 ( ) ( ) ( )( )+τρ∇+τρ∇−= ∫∫ 221
2
2111

2
1

2

4
drdr

m
RE *

ℏ
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RURTdr,rrg,rrg,rrdd
,i

'
i

'
i

'
ii

* +=








τρε+ερττ+ ∑∫∫∫
=

−−
∞

21

11
2121221 2

4
1

. (1) 

Здесь m* – изотропная эффективная масса блоховского электрона на дне зоны проводи-
мости в приближении изотропного и квадратичного закона дисперсии; g(r1, r2) – 
оператор межэлектронного взаимодействия; ρ(r1) и ρ(r1, r2) – одночастичная и двух-

частичная бесспиновые электронные плотности соответственно; 111 −−
∞

− ε−ε=ε s
* , 

∞ε  и sε  – высокочастотная и статическая диэлектрические проницаемости поляр-
ной среды. Диэлектрическая среда заменяется континуумом.  
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Энергия в (1) отсчитывается от дна зоны проводимости. Функционал (1) зависит 
от расстояния R между центрами тяжести поляронов как от параметра. Для поляронов 
Ландау-Пекара эффективная трансляционная масса полярона m** = 0,023αc

4m* >> m* 
и, следовательно, для функционала (1) применимо приближение Борна-Оппенгеймера;  
αс > 10 – безразмерная константа электрон-фононной связи. T(R) и U(R) – средние ки-
нетическая и потенциальная электронные энергии. Функционал (1) анализировался 
вариационным методом при произвольных расстояниях между поляронами в статьях 
[6, 10, 11] с использованием электронных волновых функций различной степени гибко-
сти. В вариационных вычислениях критерием оптимальности пробных электронных 
волновых функций минимизирующих функционал полной энергии является требование 
выполнения вириальных соотношений, которые сами являются следствием вариаци-
онного принципа [12]. На важность выполнения теоремы вириала при исследовании 
энергетических состояний полярона указывал Пекар [2]. Известно, что если пробная 
электронная волновая функция приводит к кинетической и потенциальной энергиям, 
которые не удовлетворяют вириальным соотношениям, то получаемая вариационным 
методом энергия далека от своего правильного значения, а волновая функция не яв-
ляется оптимальной. Однако масштабным преобразованием переменных пробная 
волновая функция может быть сведена к другой нормированной функции, которая уже 
будет удовлетворять теореме вириала [12]. Теорема вириала в вариационных расче-
тах не только является критерием оптимальности волновой функции, но позволяет до-
статочно прозрачно продемонстрировать зависимость полной энергии континуального 
биполярона от расстояния между поляронами.  

Примером наивного применения вариационного метода и очень поверхностного 
понимания роли межэлектронной корреляции в физических объектах являются статьи 
Кашириной и Лахно [7–9]. Неправильное применение вариационного метода приводит 
к абсурдным результатам, которые противоречат здравому смыслу [7–9]. Однако нет 
необходимости проверять подобные трудно воспроизводимые и громоздкие вычисле-
ния Кашириной и Лахно, чтобы убедиться в их заблуждениях и ошибках. Существуют 
твердо установленные принципы корректного применения вариационного метода, и 
хорошо известны вытекающие физические следствия, к которым приводит учет меж-
электронных корреляций в связанных электронных системах.  

Выполним несложный и математически очень прозрачный анализ, который 
наглядно продемонстрирует, что наивные вариационные вычисления Кашириной и 
Лахно очевидно ошибочны. Также покажем, что дополнительный учет кулоновских ме-
жэлектронных корреляций не изменяет аксиальную симметрию континуального бипо-
лярона, а сферически-симметричная (одноцентровая) модель биполярона остается 
энергетически неустойчивой. Далее продемонстрируем, что аксиально-симметричная 
(двухцентровая) модель континуального биполярона после учета межэлектронных 
корреляций позволяет правильно интерпретировать надежно установленные экспери-
ментальные данные. 

Пользуясь масштабным преобразованием ii rr λ→  и RR λ→  нормированная 
пробная двухэлектронная волновая функция может быть переписана следующим об-

разом: ( ) ( )R;r,r;R,rr n/ λλλχλ→χ 21
23

21 , где n = 2 – размер конфигурационного простран-
ства, λ  – произвольный масштабный множитель, значение которого определяется из 
экстремальных свойств функционала Е по отношению к параметру λ . Полная энергия 
для частиц, взаимодействие между которыми обратно пропорционально расстоянию 
может быть записана так 

 ( ) ( ) ( )sUsTsE λ+λ= 2 , Rs λ= ,  (2) 

где расстояние между частицами R фиксировано. Тогда полагая, что T(s) и U(s) явля-
ются однородными функциями переменных для экстремума функционала (2) должно 
выполняться соотношение 

  ( )( ) 1/2/ −++−=λ dssdTTdssdUU ,  (3) 



Отраслевые научные и прикладные исследования: Физико-математические науки 
 

 

 14

для каждого расстояния R. Очевидно, при R → 0 или в точке экстремума потенциала 
масштабный множитель λ  = – U( λ R)/2T( λ R). Таким образом, линейный вариацион-
ный метод позволяет определить вариационный параметр из соотношения (3). Учиты-
вая, что энергия E является однородной функцией вариационного параметра λ  и рас-
стояния R из соотношения (2) найдем производную для полной энергии  

  
( ) ( ) ( )

ds
sdU

s
ds

sdT
s

dR
RdE

R λ+λ= 2 .  (4) 

Подставляя в соотношение (4) уравнения (2) и (3) получим известное вириаль-
ное соотношение при произвольном расстоянии R для кулоновских систем 

 
( ) ( ) ( ) 02 =++ RURT

dR
RdE

R . (5) 

Таким образом, при выполнении минимизации функционала полной энергии (1) 
по вариационным параметрам необходимо, чтобы для оптимальных волновых функ-
ций выполнялось соотношение (5), которое справедливо в приближении Борна-
Оппенгеймера. Важно отметить, что вириальное соотношение (5) следует из вариаци-
онного принципа и является естественным дополнительным условием, накладывае-
мым на пробную волновую функцию при вариационных вычислениях. Такие задачи от-
носятся к классу изопереметрических задач. Для подобных вариационных задач суще-
ствование минимума функционала (1) является необходимым условием, но недоста-
точным. Последнее условие тесно связано с существованием для каждого R соотно-
шения (5). Очевидно не всякие функции реализующие экстремум функционала (1) бу-
дут также удовлетворять соотношению (5), а также и другим соотношениям (см. ниже) 
для каждого R. 

Поскольку наибольший интерес, в связи с биполяронными вычислениями Каши-
риной и Лахно, представляет анализ устойчивости биполярона при R → 0, найдем вто-
рую производную для энергии по R. Учитывая, что в нуле выполняется вириальное со-
отношение 2T + U = 0 из уравнения (5) получаем следующую связь между полной 
электронной энергией биполярона и кинетической энергией [13]: 

  
( ) ( )

dR
RdT

dR

REd
R

RR 02

2

0
limlim

→→
−= .  (6) 

Следовательно, при R → 0 знак второй производной от полной энергии по пе-
ременной R определяется обратным знаком первой производной от кинетической 
электронной энергии и тем самым вместо громоздких и трудновоспроизводимых вы-
числений Кошириной и Лахно для полной энергии биполярона E(R) можно ограничить-
ся анализом зависимости от R средней кинетической энергии, при этом одновременно 
будет соблюдаться требование выполнения теоремы вириала. 

Для неподвижного и изолированного синглетного биполярона нулевое прибли-
жение для основного состояния будем искать, выбирая электронную волновую функ-
цию квазинезависимых электронов в форме Гайтлера-Лондона: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1221210 rrrr;R,rr b
s

a
s

b
s

a
s χχ+χχ≈χ .  (7) 

Приближение (7) будем в дальнейшем называть приближением Хартри-Фока 
или нулевым приближением. Индекс a относится к полярону, центр тяжести которого 
локализован в точке R1, а индекс b к полярону с трансляционной координатой R2. Оче-
видно R = R1 – R2; r1 и r2 – координаты первого и второго электронов, отсчитываемые от 
центров тяжести первого (R1) и второго (R2) поляронов, соответственно. Метод отде-
ления координат поляронов R1 и R2 от электронных координат ri в биполяроне подроб-
но изложен в работах [14, 15]. Применение волновой функции (7) к функционалу (1) 
дает правильную асимптотику для полной энергии двух невзаимодействующих поля-
ронов. При R → ∞ из (1) с использованием (7) получаем удвоенную полную энергию 
изолированного полярона. Одноэлектронную волновую функцию центрального поля 
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аппроксимируем однопараметрической функцией сглаженного водородоподобного по-
тенциала ( ) ( ) ( )rrrs α−α+≈χ exp1 , где α – вариационный параметр. Как хорошо извест-

но, функции гауссовского вида ( )( )2exp r~ η−χ  неправильно ведут себя в окрестностях 
R1 и R2. Они не имеют так называемой “точки возврата”, которая имеется для кулонов-
ских функций. В этом состоит один из большого числа недостатков биполяронных вы-
числений Кашириной и Лахно, которые использовали функции гауссовского вида [7, 8]. 
Пекар С.И. [2] также использовал в своих вычислениях функцию, которая явно зависит 
от межэлектронного расстояния r12, но одночастичные функции содержали простую 
экспоненциальную зависимость. Однако из его анализа устойчивости биполярона сле-
дует, что даже в этом наиболее благоприятном случае сферически-симметричное со-
стояние биполярона остается нестабильным и этот результат Пекара С.И. заслужива-
ет большего доверия, чем простодушные биполяронные вычисления Кашириной и 
Лахно [7–9].  

Принципиально важным при вычислении эффектов электронной корреляции 
является выбор исходного базиса и начала отсчета системы координат. Известно, что 
когда идет поиск экстремума функционала, приближенное значение его максимума по-
лучается с недостатком. В этом случае успех метода в значительной степени зависит 
от удачного выбора начала системы координат и координатных двухцентровых функ-
ций. Поэтому, чтобы избежать подобной ошибки при использовании вариационного 
метода обычно переходят к одноцентровому базису.  

При численных расчетах с использованием функционала (1) на двухцентровых 
волновых функциях, в общем случае, приходится сталкиваться с проблемой вычисле-
ния двухцентровых интегралов. Для преодоления этой трудности можно использовать 
метод [16]. Пользуясь этим методом можно выразить радиальную часть (например, 

радиальную часть ( )rRs  электронной волновой функции) функции ( )rb
sχ  в координатах, 

отнесенных к центру а следующим образом:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )CrrArAArrArAA
Cr

rRs −α−++−α+−
α

π= expexpexp 2
321

2
3212

, r < R, 

 ( ) ( ) ( )[ ]rrBrBB
Cr

rRs α−+−
α

π= exp2
3212  , r > R, 

где  

 ( )2
1 332 CCA ++= , ( )CA 2322 +α= , 2

3 2α=A , 

 ( )2
4 332 CCA +−= , ( )CA 2325 −α= , RC α= , 

 ( ) ( )СAСAB −−= expexp 141 , ( ) ( )СAСAB −−= expexp 252 , 

 ( ) ( )( )ССAB −−= expexp33 . 

В этом представлении все электронные координаты r отсчитываются от центра 
а. Аналогичные разложения могут быть получены и для других волновых функций.  

При использовании одноцентрового базисного набора функций в отличие от 
многоцентровых базисов удается также избежать проблем избыточности базиса, кото-
рый как будет показано ниже, ничем не ограничивается в работах Кашириной и Лахно 
[7–9] и приводит к расходимостям. Как хорошо известно [17], использование двухцен-
тровых базисных наборов, как это делается в работах Кашириной и Лахно, приводит к 
неконтролируемой переоценке корреляционного вклада в энергию связи. В тоже вре-
мя, использование в вариационном методе одноцентрового разложения позволяет 
просто контролировать поэтапную сходимость вычислений (см. ниже) при увеличении 
гибкости пробной функции. В работе [18] установлено, что применение одноцентрового 
разложения пробных функций, в отличие от двухцентрового базиса, идеально подхо-
дит для вычисления производных энергии (или конечных разностей энергий) по ядер-
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ным координатам. Этим преимуществом мы и будем пользоваться при последующем 
изложении замечаний. 

Поскольку нас интересует стабильность сферически-симметричного биполяро-
на, то есть, поведение полной энергии биполярона при 0→R , разложим функции, 
центрированные в точке b в ряд по R около центра a. Тогда, используя волновую 
функцию (7) изменение электронной кинетической энергии ∆T(R) = T(R) – 2Ts                      
(Ts – средняя электронная кинетическая энергия изолированного адиабатического по-
лярона в основном состоянии) при образовании биполярона можно записать так: 

  ( ) ( )372452 10074105871032412 R,R,R,RT c
−−− ⋅+⋅+⋅ωα=∆ ℏ , (8) 

где   ω – предельная частота длинноволновых оптических фононов и, кроме того, 
принято для диэлектрических проницаемостей значение: =εε ∞/*  1,00, хотя на 
общий результат это никак не влияет.  
 

Для малых расстояний R в выражении (8) мы ограничились кубическими слагае-
мыми по R. Из вариационного соотношения (3) следует, что вариационный параметр α 
зависит от R. При выводе (8) была учтена эта зависимость, соответствующая хартри-
фоковской аппроксимации решения. На рисунке 1 представлено изменение кинетической 
энергии ∆T(R) от расстояния.  

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость кинетической электронной энергии аксиально-симметричного  
биполярона Ландау-Пекара от расстояния R между поляронами:  

1 – нулевое приближение; 2 – добавлена электронная конфигурация 2p2;  
3 – добавлены две электронные конфигарации 2p2 и 1s2p 

 
Как видно из этого рисунка средняя кинетическая энергия T(R) имеет минимум при 

R = 0. Очевидно, первая производная положительна и из соотношения (6) следует, что 
полная энергия синглетного биполярона имеет максимум при R = 0, то есть одноцентро-
вое состояние биполярона является неустойчивым. Этот результат (линия 1, рис. 1) пол-
ностью совпадает с результатом прямого вариационного анализа [2, 4–6] для биполярона 
в приближении квазинезависимых электронов и остается верным для всех диэлектриче-
ских параметров среды, допускающих существование биполярона. Как показал [13–15] 
детальный анализ функционала (8), разность ∆T(R) слабо зависит от выбора формы ку-
лоновского базиса (водородоподобного или сглаженного кулоновского) одноэлектронных 
функций ( )rsχ , и это обусловлено тем, что энергия связи биполярона относится к состав-
ным величинам. Следовательно, недостатки выбора кулоновского базиса, как известно 
[19], в этом случае компенсируются.  

Для большинства квантовых задач, относящихся к связанным системам, хартри-
фоковское приближение автоматически удовлетворяет теореме вириала [12, 20]. Од-
нако для решений, учитывающих электронную корреляцию требование выполнения 
теоремы вириала необходимо рассматривать как дополнительное к вариационному 
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решению условие. Фактически теперь вариационное решение задачи биполярона сво-
дится не к поиску абсолютного (безусловного) минимума функционала (1), а к анализу 
условного минимума E(R) при наличии неголономных связей (5), которые должны быть 
учтены или самосогласованным способом, или методом неопределенных множителей 
Лагранжа.  

Приближение Хартри-Фока частично учитывает корреляцию электронов, обу-
словленную антисимметрией волновой функции, однако при этом, не учитывается ку-
лоновская межэлектронная корреляция. Кулоновские электронные корреляции можно 
учесть либо путем включения в исходную двухэлектронную волновую функцию 

( )R,r,r 210χ  дополнительной функции явно зависящей от межэлектронного расстояния 
r12, либо путем построения двухэлектронной функции, учитывающей взаимодействие 
электронных конфигураций. При условии правильного применения вариационного ме-
тода альтернативность этих двух подходов применительно к исследованию стабильно-
сти биполярона показана в работах [21, 22]. Для целей большей прозрачности даль-
нейшего изложения результатов будем пользоваться вторым методом. Добавим в ис-
ходную волновую функцию ( )R,r,r 210χ  электронную конфигурацию 2p2. В соответствии 
с работами Пекара С.И. [2] 2p – функция является наиболее низко лежащей из элек-
тронно-возбужденных релаксационных состояний континуального полярона. Тогда 
пробная электронная волновая функция может быть записана как сумма базисной 
электронной волновой функции 0χ  (7) и ортогонального к ней дополнения  

 ( )R;r,r 21χ ~ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 11012211210 χ+χ=χ+χχ+χ СrrχrrC;R,rr b
p

a
p

b
p

a
p ,  (9) 

где   pχ  ~ ( )rz β−exp , ось z совпадает с осью связи биполярона. Волновая функция в 

форме (9) позволяет учесть перестановочное вырождение электронной систе-
мы. Параметры β и С1 являются дополнительными вариационными параметра-

ми. Функции sχ  и pχ  принадлежат к набору волновых функций поляронного Га-

мильтониана [2].  
 

Представление волновой функции в форме (9) фактически совпадает с аппрок-
симацией приведенной в работах [23–25], позволяющей получить заметно более точ-
ные энергии связи в молекуле водорода по сравнению с нулевым приближением. Как 
показано в [26], только с такими “плавающими” функциями может точно выполняться 
вариационная теорема Гельмана-Фейнмана для оптимальных волновых функций. 
Опять используя разложение одночастичных функций центрированных на b в волно-
вой функции (9) в ряд около R = 0, мы легко получим для средней электронной кинети-
ческой энергии следующее выражении 

 ( ) ( ) ( )RNRKRT c /2 2 ωα= ℏ , (10) 

где  

 ( ) ( )+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+= −−− 2
1

4
1

652
1 10887910045110324103801070 C,C,,RC,,RK  

 ( )+⋅⋅−⋅⋅+⋅+ −−− 2
1

4
1

342 1033421023510587 C,C,,R  

 ( )2
1

5
1

673 10417110183210074 C,C,,R ⋅⋅−⋅⋅+⋅ −−− , 

 ( ) ( )352369
1

2
1 10861028721057341028621 R,R,R,,CCRN ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅++= −−−− . 

Как известно [27], корреляционные эффекты не очень чувствительны к варьиро-
ванию хартри-фоковской волновой функции. Поэтому в уравнении (10) как для β(R) так 
и для α(R) выбирали функциональные зависимости, полученные в модели биполярона 
с квазинезависимыми электронами. Проверим, изменился ли знак производной 

dRdT
R

/lim
0→

 по сравнению с нулевым приближением. 
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Для того, чтобы вычислить (10) необходимо найти числовое значение вариаци-
онного параметра C1. Область определения этого параметра можно установить, не 
выполняя громоздких вычислений электронной энергии биполярона. Поскольку для 
наших целей, важно знать значение энергии биполярона при R = 0. Для этого составим 
разность ∆E(R = 0) = – E(R = 0) + 2Es , которая определяет парный эффект взаимодей-
ствия поляронов в основном состоянии (Es). Принимая во внимание вириальное соот-
ношение 2T + U = 0 справедливое при R = 0, связывающее кинетическую и потенци-
альную энергии как для биполярона, так и для полярона [2] и опуская простые вычис-
ления [28], получаем, что корреляционный вклад приводит к понижению энергии бипо-

лярона, то есть ∆E(R = 0) > 0, если выполняется неравенство (для 001/ ,* =εε ∞ ): 

  ( ) 024422 32113
2
11

3
1 <++−−+ VVVCVCVC ,  (11) 

где используются двухэлектронные интегралы:  

 ( ) ( ) >χχ<= −
2

21
121

2
1 r|r|rV ss ,  

 ( ) ( ) >χχ<= −
2

21
121

2
2 r|r|rV ps ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) >χχχχ<= −
12

1
12213 rr|r|rrV psps .  

Учитывая, что с удовлетворительной точностью выполняется соотношение 
между интегралами V2 ≈ V1/2, неравенство (11) может быть переписано в следующей 
форме: 

 03113
2
11

3
1 <+++ VVCVCVС . (12) 

Используя числовые значения интегралов, из неравенства (12) следует, что (11) 
выполняется, если C1 < V3/V1 ≈ – 0,04 (V3 > 0, V1 > 0). Выясним, действительно ли до-
бавление электронных корреляций в волновую функцию биполярона (9) приводит к 
стабилизации биполяронного образования (при 0→R ) по сравнению с нулевым при-
ближением (7). Для этой цели необходимо вычислить вторую производную d2E/dC1

2. 
После несложных преобразований выражения ∆E(R = 0) и использования вириального 
соотношения между кинетической и потенциальной энергиями, получаем для второй 
производной следующее соотношение: 

  3113
2
11

3
1

2
1

2 33/ VVCVCVCdCEd −−+= . (13) 

Из (13) следует, что при C1 < – V3/3V1 вторая производная d2E/dC1
2 > 0. Таким обра-

зом, параметр С1 должен быть отрицательным и меньше единицы. Последовательные 
вариационные вычисления [6, 13, 17] с учетом одновременного варьирования трех вариа-
ционных параметров α, β и C1 привели к значению C1 = – 0,097 при R = 0 и 001/ ,* =εε ∞ . 
Это значение не противоречит результатам, полученным из условий (12) и (13). Тем са-
мым удовлетворяется одно из важных требований вариационного метода – не только по-
правочная функция должна быть близка к функции нулевого приближения, но и их первые 
производные. Из рисунка 2 следует, что для вычислений Кашириной и Лахно выполнение 
этого требования неочевидно.  

Используя значение C1 = – 0.1, получаем из уравнения (10), что и в этом случае 
d2E(R)/dR2  < 0 (линия 2, рис. 1) то есть, хотя и имеется некоторое понижение полной энер-
гии биполярона при R = 0 за счет включения в волновую функцию электронной корреля-
ции, тем не менее, полная энергия биполярона имеет максимум, как и в нулевом прибли-
жении. Следовательно, сферически-симметричное состояние биполярона остается не-
устойчивым. Этот вывод полностью совпадает с результатом Пекара С.И. [2] и еще раз 
указывает на некорректность биполяронных вычислений Кашириной и Лахно. Для вариа-
ционного метода известно [30, 31], что как только достигнута близость к правильной вол-
новой функции, дальнейшие изменения в волновой функции приводят к относительно не-
большому изменению в функции энергии E(R). Но отнюдь не к столь радикальным изме-
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нениям в электронной системе, вплоть до изменения симметрии хартри-фоковского со-
стояния, как это следует из вычислений Кашириной и Лахно [7–9]. 

Увеличим гибкость волновой функции за счет включения в нее еще одной элек-
тронной конфигурации 1s2p:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+χχ+χχ+χ≈χ 1221121021 rrrrC;R,rr;R,rr b
p

a
p

b
p

a
p  

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )psCpCsrrrrC b

p
a
s

b
p

a
s 2121 22

2
11

2
012212 χ+χ+χ=χχ+χχ . (14) 

Так же просто, не прибегая к трудновоспроизводимым и громоздким вычислени-
ям с неясным физическим смыслом [7–9], можно показать, что приближенное значение 
вариационного параметра C2 ≈ 0,1 при R → 0. Детальные вариационные вычисления 
[10, 11, 28, 29] с волновой функцией (14) при учете всех вириальных соотношений да-
ют значение для параметра C2 = 0,105 при R → 0 для отношения 01/ ,* =εε ∞ . Линия 3 
(рис. 1) демонстрирует, что одноцентровое состояние биполярона и в этом случае 
остается нестабильным при R = 0. Таким образом, увеличение гибкости волновой 
функции не приводит к появлению каких-либо дополнительных минимумов для полной 
энергии биполярона, если, конечно, не нарушать основных принципов вариационного 
метода, как это, по-видимому, делается в работах Кашириной и Лахно [7, 8].  

Дополнительные поправочные функции 1χ  и 2χ  имеют четкий физический 

смысл. Например, функция 1χ  определяет вклад в энергию от поляризационных эф-
фектов. Одноэлектронные возбуждения, в соответствии с теоремой Бриллюэна опре-
деляются волновой функцией 2χ . Как показано в работах [31, 32] функция вида (14) 
оказалась очень точной для двухатомных молекул при любых межъядерных расстоя-
ниях.  

Важно, что корреляционные вклады должны также учитывать пространственную 
симметрию двухцентрового образования, т.е. точечную группу симметрии, которая со-
ответствует исходной пространственной конфигурации и по неприводимому представ-
лению которой должна преобразовываться электронная волновая функция биполярона 
[10, 17]. Необходимость учета симметрии биполярона при построении электронной 
волновой функции состоит еще и в том, что она позволяет сформулировать правиль-
ную регулярную схему последовательного расширения гибкости функции и сходимо-
сти вариационной процедуры. Это правило является еще одним естественным огра-
ничением, которое накладывается на выбор поправочных функций при использовании 
вариационного метода. Как хорошо известно, неверный выбор базисного набора явля-
ется источником больших погрешностей в вариационных расчетах.  

Из рисунка 1 видно, что по мере увеличения гибкости электронной волновой 
функции общая зависимость – снижение корреляционного вклада в электронную кине-
тическую энергию при R → 0 сохраняется, а для энергии биполярона в нуле сохраня-
ется максимум (

0
lim

→R
d2E/dR2 < 0 и 

0
lim

→R
dT/dR > 0). И в этом случае одноцентровое со-

стояние биполярона при варьировании по четырем параметрам α, β, C1 и C2 остается 
неустойчивым, как и для модели квазинезависимых электронов в нулевом приближе-
нии. Проверка чувствительности соотношения (6) к изменению величин параметров С1 
и С2, показала, что знак второй производной от энергии при R → 0 сохраняется в ши-
роком диапазоне варьирования этих параметров. Хорошо известно [30], что метод 
разложения по конфигурациям при надлежащем выборе волновых функций может ап-
проксимировать решение уравнения Шредингера с любой точностью.  

В отличие от биполяронных вычислений Кашириной и Лахно малость вариаци-
онных параметров |C1| << 1 и |C2| << 1, указывает, что корреляционные эффекты, как 
это и требуется для связанных электронных систем, являются поправочными к нуле-
вому приближению. Как отмечено в работе [33] наименее предвзятым подходом для 
вычисления корреляционного вклада является подход, моделирующий последова-
тельность ряда теории возмущений. Очевидно, это положение никак не контролирует-
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ся в вычислениях Кашириной и Лахно. Многочисленными исследованиями надежно 
установлено (см., например, обзор [17]), что нулевое приближение дает для двухатом-
ных молекул вклад в полную электронную энергию равный 95–99,5 %, и только 
остальные 0,5–5 % приходятся на корреляционный вклад. Очевидно, при таких взаим-
ных соотношениях в энергиях корреляционный вклад не может изменить простран-
ственную симметрию связанной системы, соответствующую нулевому приближению. 
Более того, хорошо известно, что для нулевого приближения в форме (7) с уменьше-
нием расстояния R корреляционный вклад в энергию связи уменьшается. Однако из 
вычислений Кашириной и Лахно следует результат прямо противоположный этому из-
вестному правилу. Каширина и Лахно на основании своих биполяронных вычислений 
утверждают, что межэлектронные корреляции возрастают настолько при R → 0, что 
они принципиально изменяют исходную хартри-фоковскую пространственную симмет-
рию биполярона Ландау-Пекара (линия 1, рис. 2). Фактически в вычислениях Кашири-
ной и Лахно исходное нулевое приближение становится поправочным к корреляцион-
ным вкладам. Это абсолютно абсурдно и просто противоречит здравому смыслу. Хо-
рошо известно, что в вариационном методе поправка к собственному значению имеет 
второй порядок малости по разности |χ – χ0|. 

 

 
 

Рисунок 2 – Полная энергия биполярона в нулевом приближении (линия 1); 
линия 2 – полная энергия биполярона после учета межэлектронных корреляций в биполяронных  

вычислениях Кашириной и Лахно. Рисунок из статьи Кашириной и Лахно [7] 
 
К тем же самым выводам о неустойчивости одноцентрового биполярона Каши-

риной и Лахно можно прийти, не пользуясь соотношением (6), а непосредственно ре-
шая дифференциальное уравнение (5), которое относится к уравнениям типа Риккати. 
Аппроксимируя зависимость от R кинетической энергии выражением Т(R) ≈ A + B·R2 

(рис. 1) вблизи нуля нетрудно найти решение дифференциального уравнения 

  ( )( ) 0/ 2 =++ ARBdRRREd .  (15) 

Решение уравнения (15) может быть записано так: E(R) = – B – AR2/3, где A и B 

положительные константы. Отсюда очевидно следует, что ( )[ ] 0/lim 22

0
<

→
dRREd

R
, то 

есть, как и ожидалось, сферически-симметричный биполярон остается неустойчивым.  
Таким образом, увеличение гибкости пробной вариационной функции и учет меж-

электронных корреляций не изменяет принципиальным образом функциональную зави-
симость биполяронного потенциала от расстояния между центрами тяжести поляронов. 
При R = 0 максимум биполяронного потенциала сохраняется (рис. 3). Этот результат сов-
падает с известным результатом Пекара С.И и еще раз указывает на ошибочность бипо-
ляронных вычислений Кашириной и Лахно. При правильном применении вариационного 
метода, вклад межэлектронной корреляции в энергию связи, как при использовании мно-
гоконфигурационной электронной волновой функции, так и функции зависящей от меж-
электронного расстояния приводят к тождественным результатам [21, 22].  
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Добиться выполнения теоремы вириала при использовании прямого вариаци-
онного метода для биполярона при R = 0 и одновременно его устойчивости с учетом 
электронных корреляций невозможно, не вступая в противоречия с основными поло-
жениями квантовой механики. Например, при использовании метода наложения элек-
тронных конфигураций для шредингеровских состояний электронов в общей поляриза-
ционной потенциальной яме, получаемых из одноэлектронных самосогласованных 
уравнений на собственные значения [21, 22], следует, что для абсолютного минимума 
функционала (1) электронное состояние 1s лежит выше по шкале энергий 2p уровня. 
Очевидно, что такой потенциал не имеет физического смысла, хотя теорема вириала 
выполняется. Таким образом, оптимальность волновых функций, учитывающих элек-
тронные корреляции в вариационном методе необходимо контролировать не только 
требованием выполнения теоремы вириала, которая является следствием самого 
вариационного принципа, но и анализом физического смысла получаемых решений. 
Произвольно минимизируя функционал E(R) прямым вариационным методом задача 
неизбежно сводится к анализу безусловного минимума системы, который может и не 
иметь физического смысла. 

Известно [20], что для корреляционного вклада в полную энергию выполняются 
те же вириальные соотношения, что и для квазинезависимых электронов в нулевом 
приближении: 

  
( ) ( ) ( ) 02 =++ RURT

dR

RdE
R корркорр

корр .  (16) 

Поэтому форма биполяронного потенциала остается одинаковой как для квази-
независимых электронов (нулевое приближение), так и для вклада в энергию связи от 
межэлектронных корреляций. Это хорошо известное положение электронной теории 
также противоречит вычислениям Кашириной и Лахно. То есть, если в нулевом при-
ближении минимум соответствует двухцентровому образованию, то вклад от корреля-
ционных эффектов в энергию связи также имеет минимум на расстояниях R > 0. Одна-
ко, из работ Кашириной и Лахно следует, что при 0→R  направления изменения E(R) 
(уравнение (15)) и ( )REкорр  (уравнение (16)) прямо противоположны. Надежно уста-

новлено [17], что качественная зависимость корреляционной энергии Eкорр(R) от рас-
стояния коррелирует с нулевым приближением (рис. 2), то есть корреляционный вклад 
в энергию связи биполярона уменьшается при R → 0, а не возрастает как это утвер-
ждается в работах Кашириной и Лахно [7–9]. Рюденберг К. объяснил физическую при-
чину такой зависимости [34]. Изменение корреляционного вклада от расстояния между 
поляронами, полученное для аксиально-симметричного биполярона [10, 11], представ-
ленного на рисунке 3 имеет достаточно общий характер, коррелирует с нулевым при-
ближением, причем эта взаимосвязь сохраняется во всей области существования би-
полярона по параметру ∞εε /* .  

Хорошо известно по многочисленным исследованиям, что дважды возбужден-
ные электронные конфигурации вносят вклад в корреляционную составляющую энер-
гии связи в более низком порядке по сравнению с однократно возбужденными конфи-
гурациями. Именно это и подтверждается вычислениями для аксиально-
симметричного биполярона, которые представлены на рисунках 3 и 4. В этом случае 
поведение от расстояния R корреляционного вклада определяется пространственной 
симметрией рассматриваемой системы [30], то есть точечной группой симметрии, ко-
торая соответствует исходному нулевому приближению и по неприводимому пред-
ставлению которой должна преобразовываться истинная электронная волновая функ-
ция биполярона, учитывающая электронную корреляцию.  

Важность учета симметрии биполярона при построении пробной электронной 
волновой функции состоит также в том, что она позволяет сформулировать правиль-
ную схему систематически последовательного расширения базисного набора из эле-
ментов, принадлежащих одному множеству. Если множество не инвариантно, то поиск 
собственного значения оператора становится неопределенным. Множество функций с 
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заданной симметрией образуют линейное пространство, так как их линейная комбина-
ция также принадлежит этому множеству. В то же время комбинация гауссовских 
функций, используемая Кашириной и Лахно, не образуют линейного пространства, со 
всеми вытекающими из этого последствиями, появляющимися при поиске собственных 
значений вариационным методом. На коротких расстояниях R наибольший вклад в 
энергию связи возникает от так называемой «аксиальной» корреляции электронов [23], 
которая и определяется волновыми функциями типа (9) и (14). Но даже эти корреляци-
онные вклады как показали вычисления (рис. 1 и 3) не могут изменить радикально ну-
левое приближение и тем самым исходную симметрию биполярона.  

 

 
 

Рисунок 3 – Корреляционный вклад в энергию связи аксиально-симметричного  
биполярона ( 051/ ,* =εε ∞ ):  

1 – одна дополнительная конфигурация (1s2p) к нулевому приближению;  
2 – две дополнительные конфигурации 1s2p и 2p2 к нулевому приближению 

 
Выполним еще один несложный, но очень показательный математический анализ, 

который демонстрирует, что межэлектронные корреляции не могут приводить к стабили-
зации сферически-симметричного состояния биполярона и тем более не приводят к изме-
нению симметрии биполярона обнаруженной в нулевом приближении. Если бы одноцен-
тровое состояние континуального биполярона было бы действительно энергетически вы-
годным, как это утверждают Каширина и Лахно, то дополнительный учет в полной двух-
электронной волновой функции так называемых «ионных» слагаемых (функция Вайнбау-
ма [35]) приводил бы к стабилизации биполярона (при R → 0), значительно большему, чем 
для равновесного расстояния между поляронами, соответствующему нулевому прибли-
жению. Однако простые вычисления [10] демонстрируют, что такие поправки ни при каких 
условиях не дают вклада в энергию связи синглетного биполярона в основном состоянии 
и их учет не играет никакой роли в стабилизации одноцентровых биполяронных образова-
ний. Действительно в этом случае двухэлектронную волновую функцию можно записать в 
виде суммы волновых функций [35]: 

 ( );R,rr 21χ ~ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21112111210 rrrr;R,rr b
s

b
s

a
s

a
s χχ+χχµ+χ . (17) 

Здесь µ – дополнительный вариационный параметр, причем очевидно 0 ≤ µ ≤ 1.  
 
Слагаемое пропорциональное µ определяет вклад одноцентровых корреляций в 

стабилизацию биполярона. Однако очень простые и имеющие понятный физический 
смысл вычисления показали, что эта дополнительная электронная конфигурация не 
дает вклад в энергию стабилизации биполярона в области R  → 0. Электронная энер-
гия (1) биполярона Ландау-Пекара в области максимума межполяронного потенциала 
может быть записана в следующем виде: 

 ( ) ( )[ ×µ+µ+µ+µ+−=µ 432 55703312016498229180 ,,,,,E  

 ( ) ωα×
µ+µ+×

−
ℏ

222 2791201957872 c,,, .  (18) 
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Числовые значения в (18) были получены для случая 001/ ,* =εε ∞ , который яв-
ляется наиболее благоприятным для положительного проявления «ионных» корреля-
ционных вкладов в стабилизацию сферически-симметричного биполярона. Очевидно, 
в этом случае прямое кулоновское взаимодействие между электронами предельно 
ослаблено. Из экстремальных свойств функционала (18) не трудно видеть, что вариа-
ционный параметр µ = 0, то есть одноцентровые («ионные») вклады в волновую функ-
цию не приводят к стабилизации сферически симметричного биполярона и, следова-
тельно, «одноцентровые» электрон – электронные корреляции тем более не могут из-
менить пространственную симметрию биполярона, соответствующую нулевому при-
ближению. Равенство µ = 0 для корреляционных вкладов является убедительным ар-
гументом, подтверждающим неустойчивость одноцентрового состояния синглетного 
биполярона. Этот вывод также противоречит результатам биполяронных вычислений 
Кашириной и Лахно и остается справедливым во всей области допустимых отношений 

диэлектрических проницаемостей ∞εε /* . Если корреляционные вклады, определяемые 
волновой функцией (14) несколько увеличивают энергию связи биполярона по отноше-
нию к нулевому приближению, то одноцентровые корреляции (17) вообще никак не 
влияют на энергию связи биполярона. Таким образом, эти очень простые с ясным фи-
зическим смыслом вычисления указывают, что одноцентровое состояние синглетного 
биполярона нестабильно и в очередной раз подтверждают ошибочность громоздких, 
трудно-воспроизводимых с неясным физическим содержанием биполяронных вычис-
лений Кашириной и Лахно. Уже только одно это обстоятельство является достаточным 
основанием, чтобы признать наивные биполяронные вычисления Кашириной и Лахно 
абсолютно ошибочными. Однако перечень ошибок, заблуждений и непонимания Ка-
шириной и Лахно этим не ограничивается. 

Парные биполяронные потенциалы приведены в работах [28, 29, 36, 37] для 
широкой области диэлектрических проницаемостей. Потенциалы получены вариаци-
онным методом с волновыми функциями, включающими семь вариационных парамет-
ров (нулевое приближение 1s2 последовательно дополнялось электронными конфигу-
рациями: 2p2, 1s2p, и 1s2s), при учете дополнительных ограничений накладываемых 
всеми вириальными соотношениями, требованиями ортогональности, пространствен-
ной симметрии и сходимости вариационного приближения. Для всего минимизирующе-
го ряда электронных функций выполняется неравенство 

0
lim

→R
dT/dR > 0, то есть макси-

мум биполяронного потенциала при 0→R сохраняется, а сферически-симметричное 
состояние биполярона остается неустойчивыми (рис. 4). По мере увеличения гибкости 
пробной волновой функции энергия связи аксиально-симметричного биполярона уве-
личивается, однако общий характер зависимости энергии связи биполярона от рассто-
яния между поляронами остается таким же, как и для нулевого приближения и не за-
висит от диэлектрических свойств полярной среды (рис. 4 и 5).  

Как этого требует правильное применение вариационного метода, а также кор-
ректный учет электронных корреляций, имеется достаточно быстрая сходимость вари-
ационного ряда (рис. 4). По литературным данным [17] для вычисления энергии диссо-
циации односвязных двухатомных молекул часто достаточно учесть только две допол-
нительные электронные конфигурации. Увеличение гибкости волновой функции сохра-
няет правильную однородную сходимость результатов, как это и требуется в вариаци-
онном анализе при поиске собственных значений (сравнить с рис. 2).  

Для кривой 4 рисунка 4 использовалась суперпозиция четырех электронных 
конфигураций: основная – 1s2, однократно возбужденные – 1s2p и 1s2s и двукратно 
возбужденная 2p2. В символическом виде пробную электронную волновую функцию 
можно записать так: 

 χ  ~ ( ) ( ) ( ) ( )ssCpsCpCs 212121 3312
2

21
2

0 χ++χ+χ+χ , (19) 

где   0χ , 1χ , 2χ  и 3χ  волновые функции двухэлектронных конфигураций.  
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Рисунок 4 – Энергия связи синглетного биполярона Ландау-Пекара ( 001/ ,* =εε ∞ ) как функция  

межполяронного расстояния. Пробная электронная волновая функция выбиралась в форме (19): 
1 – C1 = C2 = C3 = 0 (нулевое приближение); 2 – C1 ≠ 0, C2 = C3 = 0; 3 – C1 ≠ 0, C2 ≠ 0, C3 = 0; 4 – C1 ≠ 0,  

C2 ≠ 0, C3 ≠ 0; 5 – триплетное состояние биполярона ( )23 1suΣ . 

 

 
Рисунок 5 – Энергия связи синглетного биполярона Ландау-Пекара как функция расстояния  

между поляронами [36, 37, 39]. Вычисления выполнены с учетом межэлектронных корреляций  
с использованием волновой функции (19):  

∞εε /*  = 1,00 (1), 1,02 (2), 1,05 (3), 1,08 (4), 1,10 (5) 

 
Функция s2χ  выбиралась в следующем аналитическом виде:  

 ( ) ( )rr~ 21 exp1 γ−γ− ,  

где   1γ  и 2γ  дополнительные вариационные параметры.  
 

Число вариационных параметров достигло семи, однако никаких дополнитель-
ных минимумов, как это утверждается Кашириной и Лахно [8] не появляется (рис. 4). 
Наоборот, как это и требуется при правильном применении вариационного метода с 
увеличением гибкости функции, наблюдается плавное и достаточно быстро сходящее-
ся понижение всего биполяронного потенциала, при этом сохраняется его хартри-
фоковская зависимость от расстояния R и никакого перехода в одноцентровое состоя-
ние не происходит. Более того, как следует из рисунка 4, и как это требует правильное 
применение вариационного метода, последовательное увеличение гибкости волновой 
функции приводит к плавной сходимости вариационного ряда. При этом равновесное 
расстояние между поляронами сохраняется. Изменение равновесного расстояния в 
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основном обусловлено изменением параметра ∞εε /*  (рис. 5). В противоположность 
этому биполяронные вычисления Кашириной и Лахно [7, 8] характеризуются расходя-
щейся последовательностью, то есть отсутствием стационарных точек, причем грани-
ца расходимости никак и ничем ими не определяется.  

При правильном применении вариационного метода никакого значительного 
изменения энергии связи биполярона нулевого приближения, как это утверждается 
Кашириной и Лахно не происходит, которое якобы сопровождается изменением про-
странственной симметрии биполярона (рис. 2). По-видимому, вычислительные методы, 
используемые Кашириной и Лахно, в лучшем случае для этих авторов, приводят к так 
называемой неустойчивости вычислительного алгоритма и могут объясняться, плохим 
выбором системы координатных функций (см. выше). Поэтому вычислительная проце-
дура Ритца должна контролироваться требованием ее устойчивости. Игнорирование 
многих особенностей вариационной процедуры при поиске собственных значений, 
приводят к существенным ошибкам в вариационных вычислениях. Как известно, это 
находит свое проявление в том, что параметры Ритца начинают резко изменяться, а 
аппроксимация к решению начинает сильно отличаться от нулевого приближения. Это 
и делает процедуру Ритца неустойчивой.  

Из рисунка 5 видно, что при правильном применении вариационного метола и кор-

ректном учете электронной корреляции, по мере увеличения отношения ∞εε /*  не только 
монотонно уменьшается величина энергии связи биполярона, что является очевидным, но 
и увеличивается равновесное расстояние между поляронами. Это является вполне есте-
ственным, физически логичным и понятным, в отличие от наивных и прямолинейных би-
поляронных вычислений Кашириной и Лахно. Уменьшение энергии связи биполярона 
приводит к увеличению эффективного размера биполярона (рис. 5). В тоже время парный 
сферически-симметричный биполяронный потенциал (рис. 2) из вычислений Кашириной и 
Лахно [7], остается не чувствительным к подобным изменениям полярной среды. 

Также надумано утверждение Кашириной и Лахно [7] о том, что одноцентровая 
модель биполярона является общепринятой. Ситуация в научной литературе прямо 
противоположная. Во многих известных публикациях использующих альтернативные 
аналитические методы [40–47] для решения биполяронной проблемы, и в которых ис-
следовалась зависимость межполяронного парного потенциала от расстояния между 
поляронами установлено, что биполярон Ландау-Пекара в основном синглетном со-
стоянии является двухцентровым аксиально-симметричным образованием. К этому же 
результату приходят и авторы работ [40, 42], анализировавшие основное состояние 
биполярона как функцию расстояния R фейнмановским методом интегралов по траек-
ториям. К аналогичному выводу пришли авторы очень интересной работы [48]. Они 
также использовали в своих исследованиях подход Фейнмана. В работе [43] для учета 
электронной корреляции использовался формализм матрицы плотности Гуннарсона-
Лундквиста [49]. Результаты этой работы, полностью подтверждают результаты, полу-
ченные методом разложения электронной волновой функции по электронным конфи-
гурациям [6, 10, 13, 28, 29] и указывают, что основное синглетное состояние биполяро-
на Ландау-Пекара является аксиально-симметричным, а метод конфигурационного 
взаимодействия позволяет практически полностью учесть корреляционный вклад в 
энергию связи биполярона. 

Некорректность биполяронных вычислений Кашириной и Лахно подтверждается 
также исследованиями, которые выполнены в работе [50] В этой работе строго мате-
матически, без использования вариационного подхода, показано, что оператор Га-
мильтона для биполярона Ландау-Пекара в основном синглетном состоянии не имеет 
сферически-симметричных решений, тем самым еще раз указывая на абсурдность ре-
зультатов Кашириной и Лахно.  

Вариационные процедуры без предварительного исследования оператора, ле-
жащего в основе уравнения или функционала, могут привести только к экстремалям. 
Чтобы избежать таких ошибок минимизацию функционала необходимо выполнять на 



Отраслевые научные и прикладные исследования: Физико-математические науки 
 

 

 26

классе допустимых функций, например, iχ , из которых построена функция (19). По-
следовательность функций iχ  принадлежит к области определения поляронного 
функционала и поэтому может быть названа минимизирующей последовательностью 
для этого функционала. Обычно систему линейно независимых функций выбирают так, 
чтобы она представляла собой полную систему. Требование полноты означает воз-
можность аппроксимации решения с произвольной точностью линейными комбинаци-
ями допустимых функций, составленных из семейства функций iχ . Эти естественные 
для вариационного принципа требования полностью игнорируются в работах Кашири-
ной и Лахно, также как ими игнорировалось требование выполнения вириальных соот-
ношений в их первой работе [7].  

Некорректное применение вариационного метода в биполяронных вычислениях 
Кашириной и Лахно [7–9], приводит, к значительной переоценке корреляционных вкла-
дов в энергию связи континуального биполярона адиабатической и сильной связи, обу-
словленной не оптимальностью двухэлектронных волновых функций и как результат 
этого к необоснованному изменению пространственной симметрии биполярона, соот-
ветствующего исходному хартри-фоковскому приближению. Следствием этого являют-
ся результаты, не имеющие физического смысла и находящиеся в противоречии с 
надежно установленными положениями многоэлектронной теории. В тоже время, 
пользуясь уравнениями (5) и (6) нетрудно показать [14, 49, 51, 52], что триплетные 
электронно-возбужденные состояния континуального биполярона как функция рассто-
яния являются одноцентровыми образованиями, (за исключением 3Σu состояния, кото-
рое является отталкивающим при всех R).  

Абсолютно ложно и голословно утверждение Кашириной и Лахно [9] о том, что 
полностью отсутствуют экспериментальные данные, подтверждающие существование 
связанных двухэлектронных образований биполяронного типа в полярных средах. Ес-
ли такое заявление Кашириной и Лахно сделано умышленно, то оно говорит об их не-
добросовестности, а если неумышленно, то – о низком профессиональном уровне как 
ученых. В экспериментах по магнитным и оптическим исследованиям, а также иссле-
дованиям по подвижности электронов, достоверно установлено [53, 54], что в аммиач-
ных системах существуют высоко подвижные связанные диамагнитные двухэлектрон-
ные образования. Эксперимен-тально биполяроны наблюдались в органических со-
единениях [55–57], расплавленных солях [62] и металл-аммиачных системах [54–64], в 
ванадиевых бронзах [65]. По мнению Мотта Н.Ф. [66] ряд экспериментальных резуль-
татов можно интерпретировать, только учитывая существование в полярной среде, в 
том числе и в аммиаке, связанных двухэлектронных диамагнитных образований. Этого 
же мнения придерживается Томпсон Дж. [67]. Важно отметить, что, например, в амми-
аке ионы щелочного металла и одновалентные, и двухвалентные не обладают срод-
ством к сольватированным электронам [54], причем оптические свойства дополнитель-
ных электронов оказываются тождественными как для инжектированных электронов в 
аммиак, так и при растворении щелочных металлов, то есть, связь электронов с катио-
нами отсутствует. Хорошо известны экспериментальные данные по проводимости ме-
талл-аммиачных растворов. Установлено, что с изменением концентрации электронов 
эквивалентная проводимость меняется необычным образом. С увеличением концен-
трации электронов от 0,01 М до 0,4 М проводимость снижается на 20 %. Одновремен-
но снижается парамагнитная восприимчивость раствора. Дальнейшее повышение кон-
центрации электронов приводит к восстановлению проводимости. По мнению авторов 
[64] происходит спаривание спинов электронов, причем без участия катионов металла.  

Далее покажем, что аксиально-симметричная модель биполярона Ландау-
Пекара позволяет правильно интерпретировать экспериментальные данные. Было 
установлено экспериментально [68, 69], что электроны в металл-аммиачных системах 
имеют тенденцию к образованию связанных двухэлектронных образований биполя-
ронного типа с энергией диссоциации D = 0,15–0,2 эВ, причем эти образования не за-
висят от природы растворенного металла [54, 70]. Теоретические оценки для тепловой 
энергии диссоциации биполярона в аммиаке дают значения, лежащие в интервале 
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0,14–0,16 эВ [10, 28, 29, 71]. Применимость поляронной модели к описанию свойств 
электронов в полярных жидкостях неоднократно обсуждалась в литературе. Вариаци-
онным методом были рассчитаны [10, 11, 27] основное состояние биполярона и ни-
жайшие электронно-возбужденные синглетные, а также триплетные состояния. Как по-
казали эти исследования, синглетные состояния соответствуют аксиально-
симметричным квазимолекулярным образованиям, тогда как триплетные состояния 
биполярона являются сферически-симметричными образованиями [38]. Этот результат 
является физически естественным и понятным. Для триплетных образований электро-
ны находятся на разных орбиталях и достаточно удалены друг от друга. Причем для 
последовательности релаксационно-возбужденных электронных термов двухцентрово-
го биполярона, как это и должно быть на расстояниях 0→R , соблюдается хорошо из-
вестное правило Хунда (рис. 6). В вариационных вычислениях Кашириной и Лахно как 
синглетные, так и, по-видимому, триплетные образования являются сферически-
симметричными образованиями. В этом случае, не очевидно, что для их биполяронных 
вычислений правило Хунда должно выполняться.  

 

 
Рисунок 6 – Квазимолекулярные термы аксиально-симметричного биполярона Ландау-Пекара [51]. 

Межэлектронные корреляции учитывались методом наложения электронных конфигураций: 

( 0751/ ,* =εε ∞ ) [51, 71]: 

 (1) – ( )21 1sgΣ ; (2) – ( )23 1suΣ ; (3) – ( )zg ps211Σ ; (4) – ( )iyxu ps ±Π 213 ; (5) – ( )iyxg ps ±Π 211 ;  

(6) – ( )21 2 zg pΣ ; (7) – ( )21 2 iyxg p ±∆ ; (8) – ( )zg ps213Σ  

 
Аксиально-симметричный биполярон Ландау-Пекара позволяет интерпретиро-

вать ряд спектроскопических экспериментов в полярных средах. Продемонстрируем 
это путем сравнения оптических характеристик двухцентрового биполярона с экспери-
ментальными данными. 

Экспериментально установлено [72], что при фотовозбуждении насыщенного 
водородом щелочного водного раствора светом в УФ области спектра образовывались 
гидратированные электроны ( aqe ) поляронного типа в концентрации 10-6 M. Последу-

ющее облучение системы импульсами красного света ( nm700min =λ>λэксп ) после ис-
чезновения 98 % гидратированных электронов приводило к регенерации гидратиро-
ванных электронов.  
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Мы предполагаем, что причиной регенерации является оптическое возбуждение 
связанного двухэлектронного образования биполяронного типа, распадающегося по 
реакции ( ) aqaqaq eee + →

>λ nm7002
. В пользу существования связанного двухэлек-

тронного образования говорит последующее после исчезновения aqe  образование мо-

лекул Н2, которое протекает значительно медленнее, чем первичный процесс. Даль-
нейшие эксперименты по флеш-фотолизу [72] подтвердили существование в водном 
растворе образований ( )

2aqe . 

 

 
 

Рисунок 7 – Основное и возбужденные электронные состояния аксиально-симметричного  

биполярона Ландау-Пекара. 051/ ,* =εε ∞ : 

(1) – ( )21 1sΣ ; (2) – ( )23 1sΣ ; (3) – ( )zps211Σ ; (4) – ( )iyxps ±Π 211  

 
Как показано в работах [10, 11] наиболее вероятными (сила осциллятора в диполь-

ном приближении 70,f ≥ ) будут переходы: ( ) ( )zpss 211 121 Σ→Σ  и ( ) ( )iyxpss ±Π→Σ 211 121 . Ось 

z совпадает с осью симметрии биполярона; индексы в скобках при спектроскопических 
символах обозначают одноэлектронные состояния, возникающие при адиабатическом 
разведении поляронов на расстояние ∞→R . На рисунке 7 приводятся электронные тер-

мы аксиально-симметричного биполярона ( 051/ ,* =εε ∞ ) как функция расстояния R.  
Рассмотрим разрешенный в дипольном приближении переход 

( ) ( )iyxpss ±Π→Σ 211 121 . Частоту в максимуме полосы поглощения с учетом принципа 

Франка-Кондона определим из соотношения [2]: 

 ( ) 






 +++−=Ω
n

nn
A

|EE|
1

1ln1
2

1
0

011ℏ , ( )[ ] 11/exp −−ω= Tkn Bℏ ,  (20) 

где   ωα××−= −
ℏ

21
0 210261 c,E , ωα××−= −

ℏ
22

1 21086 c,E  – самосогласованные энергии 
исходного и конечного электронных состояний соответственно.  
 

Параметрами теории являются статическая диэлектрическая проницаемость 
378,s =ε  и высокочастотная проницаемость 781,=ε∞ . Изотропная эффективная масса 

электрона m,m* 522=  в соответствии с [2] определялась из сопоставления экспери-
ментального и теоретического максимумов полосы оптического поглощения гидрати-
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рованного электрона. Энергия реорганизации поляризационного состояния полярной 
среды в результате фотоперехода 10 → определяется из соотношения 

 ( ) ( ) ( ) 2

21

1
0 /2 |kkA

,j,

(1)
j

(0)
j[V ρ−ρω= ∑

=k
k|ℏ , 

214 /

*k
Vk

e
V 









ε
ωπ

=
ℏ

.  (21) 

Здесь ),rr 21(χ  – двухэлектронная волновая функция; фурье-образ электронного рас-
пределения  

 ( ) ( ) 212
2

211 ττχ=ρ ∫ ddikrexp|),rr|k ( . 

Характерную частоту ω  длинноволновых продольных оптических колебаний ди-
электрического континуума, которую обычно связывают с упругими смещениями моле-
кулярных диполей около их положений равновесия, определяли из полуширины опти-
ческого спектра поглощения гидратированного электрона [2]: 

 22 1
02/1 lnAW ω= ℏ  .  (22) 

Здесь энергия реорганизации среды 1
0A  относится к фотопереходу ps 21 → . Учи-

тывая известное экспериментальное значение 21 /W = 0,29 эВ [72] из соотношения (22) 

находим частоту 113с1022 −×=ω , . Энергия перехода (20) оказалась равной эВ4111 ,=Ωℏ  

( )minнм877 λ>=λ . Очевидно критерий адиабатичности ω>>Ω ℏℏ 1  выполняется. Как не-

трудно видеть из рисунка 7, конечный терм ( )iyxps ±Π 211  (линия 4 рис. 7) является оттал-

кивающим во всем интервале расстояний R, что в итоге и приводит к диссоциации ( )
2aqe .  

Для фотоперехода ( ) ( )zpss 211 121 Σ→Σ  ситуация оказывается иной. Энергия пере-

хода из минимума терма ( )21 1sΣ  (линия 1 рис. 7), оказалась равной эВ3712 ,=Ωℏ  

)( minнм905 λ>=λ . После электронного перехода биполярон оказывается в неравно-

весном состоянии и за время 1−ω≈τ  релаксирует в минимум терма )ps( z211Σ                

(линия 3 рис. 7), через который проходит отталкивающий триплетный терм ( )23 1sΣ  (ли-
ния 2 рис. 7). В окрестности точки пересечения термов за счет магнитных взаимодей-
ствий, действующих на спиновые переменные (например, поперечных оптических ко-
лебаний полярной среды [73], генерирующих осциллирующее магнитное поле), воз-
можны с высокой вероятностью интеркомбинационные синглет-триплетные переходы 

( )zps211Σ ~> ( )23 1sΣ .  
С понижением температуры полоса поглощения смещается в длинноволновую 

область и для температур T 80≈  К в максимуме полосы поглощения энергия перехода 
равна эВ2612 ,=Ωℏ  ( )нм982=λ . И в этом случае теоретическая длина волны очень 

близка к экспериментальному значению ( )нм0001=λ [72]. В то же время длина волны, 
отвечающая энергии фотоионизации биполоярона, оказывается значительно смещен-
ной в коротковолновую область: ( )нм340=λ . Таким образом, модель аксиально-
симметричного биполярона Ландау-Пекара позволяет удовлетворительно интерпрети-
ровать наблюдаемые экспериментальные данные после облучения щелочного раство-
ра красным светом с ( )нм700min =λ>λ . Детали вычислений можно найти в [71]. 

Используя систему электронных термов двухцентрового биполярона (рис. 6), 
сравним экспериментальные оптические характеристики биполярона в аммиаке 

( 0751/ ,* =εε ∞ ) с теоретическими вычислениями. Экспериментально установлено          
[53, 54], что максимум полосы оптического поглощения связанного двухэлектронного 
образования смещен в длинноволновую область спектра по сравнению с положением 
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максимума изолированного полярона. Оптический переход ( ) ( )zpss 211 121 Σ→Σ  осу-
ществляется из минимума терма основного состояния аксиально-симметричного бипо-

лярона: ( ) 211
0 /15

/*
c m,R ωα×= −
ℏ . Полная само-согласованная энергия исходного состоя-

ния: ωα××−= −
ℏ

21
0 2101581 c,E  и конечного состояния ( )( )zps211Σ : 

ωα××−= −
ℏ

22
1 210778 c,E ; энергия реорганизации полярной среды при осуществлении 

оптического перехода электрона равна ωα××= −
ℏ

221
0 210688 c,A . Оптические измерения 

выполнялись при 225 K. Из уравнения (20) мы получаем: эВ7701 ,=Ωℏ . Здесь приняты 

следующие параметры для полярона в аммиаке: 7561,=ε∞ , 822,s =ε , m,m* 731= ; 
113c1055 −⋅=ω , , 413,c =α . Детали вычислений представлены в работах [51, 71].  

Возможен также переход ( ) ( )∏ ±→Σ ixpss 211 121 . В этом случае для самосогласо-

ванного конечного состояния получаем: ωα××−= −
ℏ

22
1 21056 c,E , ωα××= −

ℏ
221

0 21072 c,A , 

и соответственно энергию оптического перехода электрона: эВ8402 ,=Ωℏ . Таким об-
разом, максимумы полос поглощения в обоих случаях близки к экспериментально из-
вестному положению максимума полосы фотоперехода полярона в аммиачных систе-
мах ( ) эВ885021 ,ps =→Ωℏ  и как ожидалось [6] сдвиг максимума происходит в длинно-
волновую область. Экспериментальное значение положения максимума полосы по-
глощения биполярона, приведенное в работах [53, 54] равно эВ810эксп ,=Ωℏ , которое 
лежит в области частот, определенных теоретически. Поскольку спектр поглощения 

биполярона значительно уширен, то полосы переходов ( ) ( )zpss 211 121 Σ→Σ  и 

( ) ( )iyxpss ±Π→Σ 211 121  перекрываются и, следовательно, теоретический максимум ре-

зультирующей полосы будет находиться в области энергий 0,81–0,82 эВ, которая 
очень близка к экспериментальному значению.  

Этот сдвиг подтвержден теоретическими исследованиями аксиально-
симметричного биполярона [51, 71] и находится в полном согласии с наблюдаемым 
изменениями оптического спектра поглощения атома водорода и молекулы водорода 
[74], то есть при переходе от сферически симметричного объекта к аксиально-
симметричному. Это известное правило соблюдается и для других физических объек-
тов. Например, аналогичный сдвиг в длинноволновую область оптического спектра от-
мечается и для квазимолкулярного биэкситона, по отношению к спектру экситона [75]. 
В тоже время для одноцентрового малого биполярона, который аналогичен атому ге-
лия (полная аналогия с предлагаемыми вычислениями Кашириной и Лахно [7, 8]) ожи-
даемый сдвиг максимума оптического поглощения должен происходить в противопо-
ложную, коротковолновую область спектра в сравнении с полосой поглощения конти-
нуального биполярона. Это и подтверждается экспериментом [76]. Очевидно, к допол-
нительно высказанным выше многочисленным замечаниям, которые указывают на аб-
сурдность одноцентровой модели биполярона, нетрудно видеть, что биполяронные 
вычисления Кашириной и Лахно [7–9] вступают также в противоречие с имеющимися 
экспериментальными данными. 

Таким образом, приведенные как теоретические аргументы, так и эксперимен-
тальные данные убедительно доказывают не только ошибочность прямолинейных би-
поляронных вычислений Кашириной и Лахно, но и устанавливают, что полученные ими 
результаты являются нелепыми и абсурдными. Вариационные вычисления Кашириной 
и Лахно можно рассматривать как пример абсолютного непонимания принципов вари-
ационного метода и физической роли межэлектронной корреляции в связанных элек-
тронных системах. Следствием этих заблуждений и непониманий, в лучшем случае, 
является некорректное применение вариационного метода к квантовомеханическим 
задачам и ошибочность модели биполярона, которую длительное время, с настойчи-
востью достойной иного применения, предлагают Каширина и Лахно. Как показано в 



Отраслевые научные и прикладные исследования: Физико-математические науки 
 

 

 31

настоящей статье, навряд ли можно относиться с доверием к поверхностным вычисли-
тельным исследованиям Кашириной и Лахно, смысл результатов которых они сами не 
достаточно ясно понимают. Статьи Кашириной и Лахно [7–9] насыщены таким обилием 
несуразностей, ошибок и надуманностей, что эти работы нельзя воспринимать как се-
рьезные научные исследования, целью которых является поиск каких-то дополнитель-
ных эфемерных минимумов, не имеющих никакого отношения к физической реально-
сти. Поскольку, как показано выше, биполяронные вычисления Кашириной и Лахно 
противоречат основным физическим принципам, относящимся к связанным электрон-
ным системам, то такие вычислительные исследования, очевидно, научной ценности 
не имеют, едва ли могут быть полезными в научных исследованиях, и не требуют ка-
ких-либо еще дополнительных обсуждений. 
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