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Аннотация. Рассматривается задача о вынужденных уста-
новившихся колебаниях при гармонических возмущениях 
стержня переменного сечения, описываемых неоднородным 
дифференциальным уравнением четвёртого порядка в част-
ных производных. Методом конечных разностей проблема 
определения амплитуды вынужденных колебаний сводится к 
решению системы алгебраических уравнений. Приведён чис-
ленный пример определения влияния сдвига фаз возмуще-
ний на вынужденные колебания стержней. 
 
Ключевые слова: вынужденные колебания упругих си-
стем, амплитуда вынужденных колебаний, сдвиг фаз воз-
мущений. 
 

Annotation.  The problem of forced steady 
oscillations with harmonic disturbances rod of 
variable cross-described non-homogeneous 
differential equation of the fourth order partial 
derivatives. The finite difference method the 
problem of determining the amplitude of the 
forced vibration is reduced to solving a 
system of algebraic equations. A numerical 
example of determining the effect of phase 
shift perturbations on the forced vibrations of 
rods. 
 
 

Keywords:  forced vibrations of elastic 
systems, the amplitude of the forced oscil-
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В 1928 г. известный русский механик С.П. Тимошенко в предисловии к своей 

книге «Колебания в инженерном деле» писал: «С увеличением размеров и скоростей 
современных машин в инженерных расчётах становится всё более и более важным 
решение задач, связанных с колебаниями». За истекшие годы значение теории коле-
баний приобрело еще большее значение в связи с бурным ростом мощностей машин, 
скоростей движения, появлением новых типов конструкций, обеспечением устойчиво-
сти и управляемости [1, 2]. Хотя задачи о вынужденных колебаниях упругих систем, 
возбуждаемых периодическими силами, относятся к сравнительно разработанным 
разделам теории колебаний [3, 4], колебания балок переменного сечения, в частности 
влияние на них сдвига фаз возмущений, изучено слабо. 

Часто изучение колебаний балок существенно усложняется по разным причи-
нам: материал балки неоднородный, поперечное сечение переменное вдоль оси, бал-
ка несёт неравномерно распределённую массу и т.д. В таких задачах применение ана-
литических методов, например, при определении амплитудно-частотных характери-
стик, встречает серьёзные затруднения. Выход из них состоит в использовании чис-
ленных методов [5]. 

Колеблющаяся балка переменного сечения растянута (или сжата) силой P (рис. 1), 
постоянной по величине. Действуют равномерно распределённая поперечная нагрузка 

( )tf1  (динамическое возмущение) и перемещения правого конца ( )tf2  (кинематическое 
возмущение). 

Процедура вывода уравнения колебаний в рамках технической теории изгиба 
стержней в данной задаче приводит к дифференциальному уравнению в частных про-
изводных четвёртого порядка гиперболического типа 
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 ( )( ) ( ) ( ) ( ) −∞>∈=η++′′−″′′ t,,x,)t,x(fuxmuxmuPuxb l01ɺɺɺ ,  (1) 

где   приняты традиционные обозначения: ( )tx,u  – функция отклонений стержня при 
колебаниях, η  – удельный коэффициент линейно-вязких сил сопротивления, 
b(x), m(x) – изгибная жёсткость, погонная масса, переменные по длине стержня. 
Рассмотрим задачу о вынужденных установившихся колебаниях (рис. 1) при гар-

монических возмущениях )t(f1 и )t(f2 . К уравнению (1) необходимо добавить дополни-
тельные условия: начальные, граничные. В виду того, что изучаются установившиеся ко-
лебания, начальные условия не потребуются. По терминологии [6] такие задачи называ-
ются «задачами без начальных условий». Например, для шарнирного опирания концов, 
показанных здесь, граничные условия примут вид  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −∞>=′′==′′= t,t,u,tft,u,t,u,t,u 00000 2 ll .  (2) 

 

 
 

Рисунок 1 
 
Два возмущения образуют векторный гармонический процесс f ( ) ( ) ( ){ }tf,tft 21= , 

компоненты которого имеют частоты kΩ  и начальные фазы kψ . Их удобно представ-
лять как комплекснозначные функции 

 ( ) ( ) .,...,k,eatf kk ti
kk 51== ψ+Ω    (3) 

Введём обозначение для комплексной амплитуды  

 ki
kk eaA ψ= . 

Здесь ka  – вещественная амплитуда гармонических возмущений. Упростим 
описание возмущений 

 ( ) .,k,eAtf ti
kk

k 21== Ω   (4) 

Выходной процесс ( )t,xu  будет суммой двух гармоник с разными частотами 

kΩ . Периодическими такие колебания будут лишь в том случае, если отношения 

kj / ΩΩ  окажутся рациональными числами. Если обе частоты возмущений одинако-

вые, т.е. Ω=Ω=Ω 21 , то выходной процесс будет гармоническим. Для этой задачи 
можно определять и амплитуду колебаний.  

Решение задачи (2), (3) ищется с помощью метода разделения переменных как 
произведение 

 ( ) ( ) ,exXt,xu tλ=  (5) 

где   Ω=λ j   – характеристический показатель, ( )xX  – функция амплитуды вынуж-
денных колебаний, подлежащая определению.  
Обозначим ( )η+λλ= ma , подставим (5) в (2), (3) и получим  

 ( ) ( ),,x,AaXXPXb l01 ∈=+′′−″′′   (6) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,X,AX,X,X 00000 2 =′′==′′= ll   (7)  

На первом этапе решения перепишем уравнение (6) в виде 
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( ) ( ) ( )

.n,...,,i,AXсXP
h

XbXbXb
iii

iii 243
2

12
11 −==+′′−

′′+′′−′′ +−   (8) 

После несложных преобразований (8) примет вид  

 ( ) ( ) ( ) .AhXhсXbXPhbXb iiiiii 1
22

1
2

1 2 =+′′+′′+−′′ +−   (9) 

Здесь  

 ( ) ( ) ( )iiiiii xXX,xсс,xbb === . 

При переходе к методу конечных разностей далее непрерывная функция ( )xX  

будет представляться вектором (сеточной функцией) Y = { }Тny...,,y,y 21  (рис. 2). 
 

 
 

Рисунок 2 
 
Выполнив необходимые процедуры метода, вместо (9) запишем 
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  (10)  

Граничные условия (7) приведём в соответствие с методом конечных разностей 
и запишем: 

–  на левом конце: 

 04520 43211 =−+−= yyyy,y ;  (11) 

–  на правом конце:  

 0254 1232 =+−+−= −−− nnnnn yyy,Ay .  (12) 

Уравнения (10)–(12) образуют однородную алгебраическую систему, которую 
можно переписать в матрично-векторной форме  
 G(λ) Y = Q,  (13) 

где   G(λ) – квадратная матрица порядка n. Можно легко показать, что уравнение (13) 
в координатной форме имеет вид 
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Здесь нулевые элементы не выписаны. Решение системы уравнений (13) даёт 
вектор Y = G-1 Q, а далее и вектор амплитуд колебаний по формуле  

 ( ) =iu xа |Y|. (15) 

Традиционно в таких задачах изучается, как наиболее важная, проблема зави-
симости перемещений u от частоты возмущений Ω  [8] (в частности, резонансные яв-
ления). В то же время сдвиг начальных фаз возмущений может оказать существенное 
влияние на амплитуду колебаний, а далее и на напряжённо-деформированное состоя-
ние внутри стержня и прочность. Рассмотрим пример. 

Пример. Шарнирно опертый стержень и разностная схема имеют параметры: 

 ( ) мкгx,xm,nм, 2501010013 +===l , 

 ( ) HP,с,с,,Нмxxb 20030101080 112 ==Ω=η+= −− . 

Изучим влияние начальных фаз (сдвига фаз) ψ  на амплитуду колебаний. В та-
кой задаче существенное значение будут иметь не величины начальных фаз, а разни-
цы между ними (сдвиги фаз). Наиболее характерными будут три случая: 

 =Ψ ( ) ( ) ( )[ ]20000 π/,;π,;, . 

Первый из них соответствует синфазным возмущениям, при этом возмущения 
направлены в одну и ту же сторону, одновременно увеличиваются (уменьшаются). Во 
втором случае возмущения противоположно направлены, третий случай является проме-
жуточным между двумя предыдущими, что и отразилось на результатах вычислений.  

Результаты счёта по компьютерной программе представлены на рис. 3. Как и 
следовало ожидать, первый случай сдвига фаз (кривая 1) даёт наибольшие отклоне-
ния, второй – наименьшие, а третий – промежуточные между ними. В данном случае 
частота возмущений меньше первого собственного значения, определяемого по [7], 
поэтому распределение амплитуд имеет форму первой собственной функции.  

 

 
 

Рисунок 3 
 

 
 

Рисунок 4 
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Если принять, 1с10 −=Ω , т.е. частота возмущений находится по величине меж-
ду первой и второй собственными частотами, то картина усложняется (рис. 4). В фор-
мировании характера распределения амплитуд участвуют первая и вторая собствен-
ные функции.  

На основании проведённых выше вычислений можно сделать вывод, что в гар-
монических колебаниях стержней сдвиг фаз компонентов векторных возмущений су-
щественно влияет на величину и форму распределения амплитуд.  
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