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Аннотация. В научной статье рассматривается математиче-
ское описание процесса осаждения твердой частицы двухфаз-
ной дисперсной среды в канале устройства очистки жидкости 
на основе спирали Архимеда. Рассмотрена схема сил дей-
ствующих на частицу в основном канале устройства очистки 
жидкости и уравнение для равнодействующей всех приложен-
ных к ней сил. Предложена математическая модель движения 
частицы в потоке жидкости, представленная системой уравне-
ний. Проведенное исследование показало, что на траекторию 
движения частицы и осаждение её в спиральном канале 
устройства очистки жидкости оказывают влияние: физические 
свойства жидкости, радиус кривизны спирали устройства, фи-
зические свойства и масса частицы, а так же центростреми-
тельное ускорение. 

Annotation. The scientific article discusses 
the mathematical description of the deposi-
tion of a solid particle of a two-phase dis-
persed medium in the channel of a liquid 
purification device based on the Archimedes 
spiral. The scheme of forces acting on a 
particle in the main channel of a liquid purifi-
cation device and the equation for the result-
ant of all forces applied to it are considered. 
A mathematical model of the motion of a 
particle in a fluid flow is proposed, represent-
ed by a system of equations. The study 
showed that the trajectory of the particle and 
its deposition in the spiral channel of the 
liquid purification device are influenced by: 
the physical properties of the liquid, the radi-
us of curvature of the spiral of the device, the 
physical properties and mass of the particle, 
as well as centripetal acceleration. 

Ключевые слова: спираль Архимеда, устройство очистки 
жидкости, поток жидкости, осаждение частицы, математиче-
ская модель, траектория движения частицы, система диффе-
ренциальных уравнений. 

Keywords: Archimedes spiral, liquid purifica-
tion device, liquid flow, particle deposition, 
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овременный уровень мирового производства предполагает потребление в технологиче-
ских целях огромных объемов пресной воды, достигающих в 2025 году по прогнозу более 

5 триллионов кубических метров в год (рисунок 1) [1]. После использования воды в технологических 
процессах образуются промышленные стоки, которые подлежат глубокой очистке, как от раствори-
мых примесей, так и от нерастворимых дисперсных (жидких и твердых) взвесей. Очистные сооруже-
ния сточных вод в основной массе устарели морально, физически и не справляются с требуемой 
нагрузкой, а в некоторых населённых пунктах их просто нет. Проблема очистки промышленных стоков 
приобретает всё более серьёзное значение, поскольку большинство очистных сооружений предприя-
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тий не в состоянии обеспечить качественную очистку стоков в соответствии с существующими норма-
тивами [2].  

 

 
 

Рисунок 1 

 
Несмотря на применение схем оборотного водоснабжения, количество сточных вод промыш-

ленных предприятий катастрофически увеличивается. Кроме того, острейшей проблемой остается 
качественная очистка воды в водозаборах для промышленных и бытовых целей в связи с огромными 
объемами потребляемой водопроводной воды [3]. Большие объемы стоков накладывают особые тре-
бования к устройствам очистки (УО) и качеству очистки.  

В настоящее время становится актуальной проблема разработки простых в экслуатации, недо-
рогих и эффективных УО, позволяющих полностью или частично решать вопросы по очистке про-
мышленных и коммунально-бытовых сточных вод. 

На рисунке 2 изображен вид спереди устройства для очистки жидкости на основе спирали Ар-
химеда с прямолинейными одним входным и двумя выходными каналами (далее по тексту устрой-
ство очистки, УО). На рисунке 3 – разрез устройства (А-А). Устройство очистки состоит из: корпуса 1 и 
крышки 5 (рисунок 2). На корпусе 1 расположены выходной патрубок 3 и патрубок для отвода приме-
сей 4 (рисунок 2). Входной патрубок 2 расположен в месте соединения крышки 5 и корпуса 1 (рисунок 2). К 
входному патрубку 2, выходному патрубку 3 и патрубку для отвода примесей 4 (рисунки 2, 3) подклю-
чены прямолинейно каналы таким образом, что поток жидкости при входе и выходе из каналов не ме-
няет свое направление. Спиралеобразный основной канал 7 (рисунок 3) имеет круглое поперечное 
сечение и выводится в выходной патрубок 3 (рисунок 3). По внешней образующей основного канала 7 
(рисунок 3) выполнена внешняя щель для отвода примесей, соединяющаяся по всей длине с внеш-
ним каналом отвода примесей 6 (рисунок 3), который имеет круглое поперечное сечение и выводится 
в выходной патрубок для отвода примесей 4 (рисунок 3) [4].  

 

 
 

Рисунок 2  
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Устройство очистки работает следующим образом: загрязненная жидкость под давлением по-
дается во входной патрубок 2 (рисунок 2) и далее поступает в спиралеобразный основной канал 7 
(рисунок 3). Поскольку основной канал 7 имеет криволинейную форму, на жидкость и взвешенные в 
ней твёрдые частицы примесей действуют центробежные силы. Под действием этих сил происходит 
распределение по плотности частиц жидкости и примесей в поперечном сечении основного канала 7 
(рисунок 3). Частицы примесей жидкости, имеющие плотность больше плотности основного потока 
жидкости, вытесняются к внешней стороне спиралеобразного основного канала 7 (рисунок 3). Такие 
частицы примесей, достигнув стенки канала 7 с внешней стороны спирали, через щель попадают во 
внешний канал 6 (рисунок 3) отвода примесей и далее через выходной патрубок отвода примесей 4 
(рисунок 2) в технологическую емкость (не показана). Очищенная жидкость, пройдя спиралеобразный 
основной проточный канал 7, попадает в выходной патрубок 3 ( рисунок 3), который соединяется с 
емкостью для сбора очищенной жидкости (не показана) [4]. 

 

 
 

Рисунок 3 

 
Для математического описания и моделирования процесса осаждения твердых частиц двух-

фазной дисперсной среды в спиральном канале УО принимаем ряд допущений: 
1. Вязкость жидкости не зависит от температуры, т.к. температура изменяется незначительно. 
2. Считаем, что характер (режим) протекания жидкости в спиральном канале УО – ламинар-

ный. 
3. Предполагается, что твёрдая частица достаточно мала, поэтому при движении она не воз-

мущает жидкость и не оставляет за собой никаких завихрений. 
4. Пренебрегаем потерями на гидравлическое трение. 
5. Для проведения расчетов полагаем, что плотность частицы больше плотности жидкости. 
6. Частица имеет форму шара. 
В соответствии со вторым законом Ньютона равнодействующая всех приложенных к частице 

сил равна (рисунок 4): 

 �н����⃗ + �ц����⃗  + �г����⃗ + �тр������⃗ + �А����⃗  = � ∙ �����⃗ , (1) 

где  �н���⃗  – сила напора насоса, �н���⃗ = �ж ∙ �⃗; �ц���⃗  – центробежная сила, �ц���⃗  = �ч ∙ �ц����⃗ ; �г���⃗  – сила гравитации 

(тяжести), �г���⃗  = �ч ∙ �⃗; �тр�����⃗  – сила трения (лобового сопротивления), �тр�����⃗  = 6 ∙ � ∙ �ч ∙ � ∙ �ч���⃗ ; �А����⃗   – сила 

Архимеда (выталкивающая сила), �А����⃗ = �ж ∙ �⃗ ∙ �ч �чa�⃗  – равнодействующая всех сил приложен-
ных к частице. 
 
С учетом выше изложенного выражение (1) принимает вид: 

 �ж ∙ �����⃗ + �ч ∙ �ц����⃗ + �ч ∙  ��⃗ + ! ∙ " ∙ #ч ∙ $ ∙ %ч����⃗  + &ж ∙  ��⃗ ∙ 'ч = �ч ∙ ��⃗ , (2) 

где  �ж – плотность жидкости; (ж – расход жидкости; �ж – скорость жидкости; �ч – масса частицы; � 
– ускорение свободного падения; )ч – диаметр частицы; �ч – радиус частицы; �ч – скорость ча-
стицы; �ч – плотность частицы. 
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Рисунок 4 – Силы действующие на частицу в основном канале УО 

 

Так как mж =  ρж ∙ Vж , а объёмный расход жидкости определяется выражением (ж = -ж. , то объ-

ём жидкости, протекающий через канал УО, определим как �ж=(жt, тогда сила напора насоса �н���⃗ = �ж ∙
(ж ∙ / ∙ 01��⃗

0. . Поскольку, �ц����⃗  = 23
4⃗ , �ч =  �ч ∙ �ч , а в соответствии с принятым допущением о шарообразной 

форме частицы �ч =  50ч67 , то центробежная сила определяется выражением �ц���⃗ = �ч ∙  80ч67 ⋅ 23
4⃗ , где �⃗ – 

радиус кривизны спирали.  
В результате выражение (2) принимает вид: 

 :ж;ж< =%ж�����⃗
=>  + :ч ?@A

! ⋅ BC
|#�⃗ | + �ч ��⃗ + ! ∙ " ∙ #ч ∙ $ ∙ %ч����⃗ + &ж ∙  ��⃗ ∙ "=чA! = �ч ∙ ��⃗ , (3) 

Когда заданы траектория точки и закон движения точки вдоль этой траектории в виде E = F(/), 

значения векторов �⃗ и �⃗ целесообразно определять по их проекциям на неподвижной оси системы 
отсчёта Oxyz, а на подвижные оси MIJK, имеющие начало в точке М и движущееся вместе с нею.  

Эти оси, называемые осями естественного трёхгранника (или скоростными осями), направлены 
следующим образом (рисунок 4):  

–  ось МI – по касательной к траектории в сторону положительного отсчета расстояния s;  
–  ось МJ – по нормали к траектории, лежащей в соприкасающейся плоскости и направленной 

в сторону вогнутости траектории;  
–  ось Mb – перпендикулярно к первым двум так, чтобы она образовала с ними правую систему 

осей.  
Нормаль МJ, лежащая в соприкасающейся плоскости (в плоскости самой кривой, если кривая 

плоская), называется главной нормалью, а перпендикулярная ей нормаль Mb – бинормалью [5]. 
Рассмотрим три уравнения для проекции сил на оси I, J и K. Каждое уравнение связывает меж-

ду собой различные физические параметры: плотности жидкости и частиц, расход жидкости, радиус и 
диаметр частицы, вязкость, скорости и ускорения частицы по осям. 

Построим проекции всех сил выражения (3) на оси I, J и K (рисунок 4). 

 

I: �ж ∙ (ж ∙ / ∙ 01ж0. = �ч ∙ �O
J: �ч ∙ 5∙0ч67 ∙ 1ч34 − 6 ∙ � ∙ �ч ∙ � ∙ �ч Q  = �ч ∙ �Q

K: �ч ∙ � −  �ж ∙ � ∙ 50ч67 − 6 ∙ � ∙ �ч ∙ � ∙ �ч R = �ч ∙ �R⎭⎪
⎬
⎪⎫

, (4) 

где  �O – проекция ускорения частицы на ось W; �ч Q – проекция скорости частицы на ось X; �Q – про-
екция ускорения частицы на ось X; �ч R – проекция скорости частицы на ось Y; �R – проекция 
ускорения частицы на скоростную ось Y. 
 
Для исследования процесса осаждения частиц системы уравнений (4) необходимо определить 

проекции ускорений и скоростей частиц.  

1 уравнение: �ж ∙ (ж ∙ / ∙ 01ж0. = �ч ∙ �O. Выразим неизвестную переменную, проекцию ускорения на 

ось W (�I), для этого разделим обе части уравнения на �ч. 
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&ж∙Zж∙>∙=%ж=>�ч = �I – уравнение движения частицы в жидкости вдоль оси W, движение осуществляет-

ся по касательной к траектории движения основного потока жидкости. В уравнении �I зависит от про-
изводной скорости жидкости %ж по времени и изменения времени ∆>. Для вычислений можно исполь-
зовать известные величины: &ж, Zж, �ч. 

2 уравнение: �ч ∙ 5∙0ч67 ∙ 1ч34 − 6 ∙ � ∙ �ч ∙ � ∙ �ч Q = �ч ∙ �Q . Упростим уравнение, записав его в виде: 

�ч ∙ 1ч34 − 6 ∙ � ∙ �ч ∙ � ∙ �ч Q = �ч ∙ �Q , где �ч =  8\ч67 , а mч =  ρч ∙ �ч. Выразим неизвестную переменную, про-

екцию ускорения на ось n (�J), для этого разделим обе части уравнения на �ч. 
%чC# − !∙"∙#ч∙$∙%ч J�ч = �J – уравнение движения частицы в жидкости вдоль оси n, учитывающее раз-

ность центростремительного ускорения и силу сопротивления для частицы круглой формы (согласно 

закону Стокса). В уравнении �J зависит от центростремительного ускорения 
%чC#  и скорости частицы %ч  

в спиральном канале УО, а также от проекции скорости частицы %ч J на ось n. Для вычислений можно 
использовать известные величины: #, ", #ч, $, �ч. 

3 уравнение: �ч ∙ � −  �ж ∙ � ∙ 50ч67 − 6 ∙ � ∙ �ч ∙ � ∙ �ч R = �ч ∙ �R . Выразим неизвестную переменную, 

проекцию ускорения на ось b (�K), для этого разделим обе части уравнения на �ч. 

�R  =  � −  ]ж]ч ∙ � −  7∙5∙4ч∙^∙1ч _`ч  , где �ч = �ч �чa , а �ч =  50ч67 . Вынесем за скобку b у первого и второго 

членов уравнения и получим:  b ∙ (c −  :ж:ч ) −  !∙?∙dч∙e∙fч g�ч = �K - уравнение движения частицы в жидкости вдоль оси бинормали, 

учитывающее силу тяжести, выталкивающую силу и силу сопротивления для частицы круглой формы 
(согласно закону Стокса). В уравнении �K зависит от проекции скорости частицы %ч K на ось b, которая 
перпендикулярна к первым двум осям. Для вычислений можно использовать известные величины:  , &ж, &ч, ", #ч, $, �ч. 

 

 &ж∙Zж ∙>∙=%ж=>�ч = �I  %чC# − !∙"∙#ч∙$∙%ч J�ч = �J
b ∙ (c − :ж:ч ) − !∙?∙dч∙e∙fч g�ч = �K⎭⎪

⎬
⎪⎫

. (5) 

Таким образом, модель движения частицы в потоке жидкости, может представляться системой 
уравнений (5). 

Для дальнейшего определения неизвестных выразим из системы уравнений (5) проекции уста-
новившихся значений скоростей на оси n и b при начальных значениях ускорений �h = i и �K = i:  

2 уравнение, ϑч k: 

 fч h = �ч∙%чC!∙"∙#ч∙$∙#. (6) 

3 уравнение, ϑч l: 

 fч g =  �ч∙b∙(cm :ж:ч ) 
!∙?∙dч∙e . (6а) 

Уравнения (6 и 6а) имеют только численное решение. Для полного решения системы уравнений 
необходимо проинтегрировать первое уравнение, с целью определения зависимости %ж(>). 

Для интегрирования уравнения 
]ж∙nж ∙.∙opжoq`ч = �O, преобразуем его, умножив обе части на �ч и 

разделив на &ж,  Zж, >: 
01ж0. = rs∙`ч]ж∙nж ∙ t

.. 

После разделение переменных %ж и >, получаем выражение: 

 =%ж = �I∙�ч&ж∙Zж ∙ c
> =>. (7) 

Проведем интегрирование: 
–  интеграл по левой части (по %ж):  

 u )�ж = �ж  + Сt;  
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–  интеграл по правой части (по >): 

 
rs∙`ч]ж∙nж u t

. )/ = rs∙`ч]ж∙nж ln|/| + Сy.  

Проведем объединение результатов интегрирования. Для этого приравниваем интегралы и 

объединяем константы (С = Сy − Сt): �ж(/) = rs∙`ч]ж∙nж ln / + z. 

Определяем константу С, из начальных условиях %ж(>i) = %жi. При / = /{: z = �ж{ − rs∙`ч]ж∙nж ln /{. 

Тогда итоговое решение уравнения будет иметь вид: 

 %ж(>) = �I∙�ч&ж∙Zж |h > + }%жi − �I∙�ч&ж∙Zж |h >i~. (8) 

Решение содержит логарифмическую зависимость от времени, что характерно для уравнений с 
c
>                                    

в правой части. Константа С определяется экспериментально или из начальных условий задачи.  
Таким образом, проведенное исследование показывает, что на траекторию движения частицы и 

осаждение её в спиральном канале УО оказывают влияние: 
–  физические свойства жидкости двухфазной дисперсной среды – плотность жидкости, расход 

жидкости и скорость её движения в основном канале УО; 
–  геометрические размеры основного спиралеобразного канала УО – радиус кривизны спирали; 
–  физические свойства и масса частицы – плотность частицы, скорость движения частицы в 

основном канале УО и её геометрическая форма; 
–  центростремительное ускорение – с уменьшением радиуса спирали основного канала УО 

скорость осаждения твердых частиц двухфазной дисперсной среды увеличивается. 
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