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Аннотация. Актуальность изучения неньютоновских жидко-
стей постоянно растёт благодаря их широкому применению в 
различных отраслях. В данной работе была исследована за-
висимость между касательным напряжением и градиентом 
скорости для растворов каррагена и ксантана в морской воде 
при различных концентрациях при помощи метода нелинейной 
регрессии и экспериментальных данных. Было показано, что 
как карраген, так и ксантан приводят к проявлению неньюто-
новских свойств у жидкости. Добавление каррагена приводит к 
увеличению начального напряжения сдвига и коэффициента 
консистенции, и к уменьшению степенного индекса. Добавле-
ние ксантана уменьшает начальное напряжение сдвига и сте-
пенной индекс, и увеличивает коэффициент консистенции. 
Для каждого из изученных растворов была показана формула 
зависимости касательного напряжения от градиента скорости, 
выведенная методом нелинейной регрессии. В большинстве 
случаев модель Гершеля-Балкли идеально подходила для 
описания поведения изученных жидкостей. 

Annotation. The relevance of studying non-

Newtonian fluids is constantly growing due to 
their wide application in various industries. In 
this paper, the relationship between shear 
stress and velocity gradient was investigated 
for carrageenan and xanthan solutions in 
seawater at different concentrations using the 
nonlinear regression method and experi-
mental data. It was shown that both carra-

geenan and xanthan lead to the manifesta-
tion of non-Newtonian properties in the fluid. 
The addition of carrageenan leads to an in-
crease in the initial shear stress and con-
sistency coefficient, and to a decrease in the 
power index. The addition of xanthan de-
creases the initial shear stress and the power 

index, and increases the consistency coeffi-
cient. For each of the studied solutions, a 
formula for the dependence of shear stress 
on the velocity gradient was shown, derived 
by the nonlinear regression method. In most 
cases, the Herschel-Bulkley model was ideal-
ly suited to describe the behavior of the stud-
ied fluids. 

Ключевые слова: неньютоновские жидкости, нелинейная ре-
грессия, модель Гершеля-Балкли. 

Keywords: non-Newtonian fluids, nonlinear 
regression, Herschel-Bulkley model. 

 
сследование реологических свойств неньютоновских жидкостей имеет важное значение 
как для фундаментальной науки, так и для различных прикладных инженерных задач, в 

том числе и в нефтегазовой отрасли. Многие запасы нефти в мире относятся к неньютоновским жид-
костям, и являются потенциальными источниками энергии в будущем [1]. Помимо этого, примерами 
неньютоновских жидкостей являются буровые растворы, применяемые при бурении нефтегазовых 
скважин и полимерные растворы, закачиваемые в пласт для вытеснения из него углеводородов, а 
также жидкости, используемые при гидравлическом разрыве пласта [2–4].  

Под неньютоновскими жидкостями понимается совокупность сильно различающихся жидкостей, 
для которых общим является отклонение от закона вязкого трения Ньютона при их течении [5]: 

 τ = μγ� , (1) 

где  τ – касательное напряжение, μ – динамическая вязкость, γ�  – градиент скорости.  
 
Существует множество математических моделей, описывающих неньютоновские жидкости. 

Наиболее известные на сегодняшний день модели неньютоновских жидкостей показывает таблица 1. 

И 
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Таблица 1 – Наиболее известные модели неньютоновских жидкостей 
 

Название модели Модель 

Модель Шведова-Бингама τ = τ� + μ�γ�  
Модель Оствальда-де Ваале τ = Kγ� 
 

Модель Эллис 
τ = μ�γ� ; μ� = μ�

1 + � �
��/�

�
��� 

Модель Карро τ = μ�γ� ; μ� = μ� + μ� − μ�
�1 + �γ� t��� �!"

�
 

Модель Гершеля-Балкли τ = τ� + Kγ� 
 

 
Модель Шведова-Бингама учитывает свойство некоторых неньютоновских жидкостей, называ-

емое начальным касательным напряжением сдвига, которое обозначается как τ�. Жидкости с ненуле-
вым τ� не начинают течь, пока возникающее в них касательное напряжение не превышает значение 
τ�. Данное свойство связано с наличием определенной внутренней структуры, которая начинает по-
степенно разрушаться при увеличении касательного напряжения [6]. Именно поэтому, μ� называется 

структурной вязкостью жидкости. 
Модель Оствальда-де Ваале учитывает другое свойство ряда неньютоновских жидкостей – не-

линейность зависимости касательного напряжения от градиента скорости. Данная нелинейность учи-
тывается степенным индексом n. Помимо этого, в данной модели, динамическая вязкость заменяется 
на коэффициент консистенции, размерность которого отличается от динамической вязкости и зависит 
от степенного индекса n [7]. 

Модель Гершеля-Балкли по сути является объединением моделей Шведова-Бингама и 
Оствальда-де Ваале. Она учитывает как возможность наличия в жидкости начального касательного 
напряжения сдвига, так и нелинейность зависимости касательного напряжения от градиента скорости 
[8]. Данная модель является наиболее точной для большинства неньютоновских жидкостей и реко-
мендуется к применению в нефтяной промышленности [9]. 

В модели Эллис, коэффициент μ� называется кажущейся вязкостью, поскольку, так же, как и 
для Ньютоновских жидкостей, для любого касательного напряжения, он равен отношению касатель-
ного напряжения к градиенту скорости. При этом, μ� – кажущаяся вязкость при очень низких каса-
тельных напряжениях, α = 1/n, τ�/� – касательное напряжение при μ�=μ�/2. Данная модель является 

более точной для жидкостей с нелинейной зависимостью τ от γ� , чем модель Оствальда-де Ваале, 
согласно экспериментам, однако, математически более комплексной. 

В модели Карро, μ� – кажущаяся вязкость при бесконечной скорости сдвига, μ� – кажущаяся 
вязкость при нулевой скорости сдвига, а t� – характеристическое время [10]. Так же, как и модель Эл-
лис, модель Карро является более точной, но более сложной чем закон Оствальда-де Ваале. 

В работе [11] были проведены эксперименты для определения зависимости между касатель-
ным напряжением и градиентом скорости для раствора карбопола в воде и для водонефтяной эмуль-
сии. Авторами было показано, что данные жидкости обладают неньютоновскими свойствами, и что 
наиболее подходящей для их описания моделью является модель Гершеля-Балкли со значениями 
параметров 8 < τ� < 89 Pa; 3.6 < K < 49 Pa ∗ s
; n = 0.36 для раствора карбопола и со значениями                            
54 < τ� < 71 Pa; 12.7 < K < 13.4 Pa ∗ s
; n = 0.36 для водонефтяной эмульсии. 

Авторами [12] была экспериментально изучена фильтрация неньютоновских жидкостей в пори-
стой среде, а также было проведено численное моделирование, на основании которого было показа-
но распределение значений скорости жидкости внутри пор. В работах [13, 14] была экспериментально 
изучена зависимость касательного напряжения от градиента скорости для нефтей с большой концен-
трацией асфальтенов, которые, как известно, приводят к появлению неньютоновских свойств у 
нефтей и анализ результатов показал, что для таких нефтей наиболее подходящей моделью также 
является модель Гершеля-Балкли.  

В работе [15] приводятся необработанные данные, показывающие зависимость касательного 
напряжения от градиента скорости для 7 жидкостей: 

●  Морская вода; 
●  Раствор каррагена в морской воде с концентрацией 1 г/л; 
●  Раствор ксантана в морской воде с концентрацией 1 г/л; 
●  Раствор смеси каррагена и ксантана в морской воде с концентрацией 1 г/л; 
●  Раствор каррагена в морской воде с концентрацией 0.5 г/л; 
●  Раствор ксантана в морской воде с концентрацией 0.5 г/л; 
●  Раствор смеси каррагена и ксантана в морской воде с концентрацией 0.5 г/л. 
Целью данной работы является детальное изучение необработанных данных из [15] и вывод 

формул, показывающих зависимость касательного напряжения от градиента скорости на основании 
нелинейной регрессии.  
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Рисунки 1 и 2 показывают графики зависимости касательного напряжения от градиента скоро-
сти для семи жидкостей, указанных выше, на которых приведены как экспериментальные данные, так 
и модели нелинейной регрессии, построенные в данной работе. Для всех жидкостей нелинейная ре-
грессия была проведена для модели Гершеля-Балкли, которая показала отличные результаты, за 
исключением одного случая, указанного ниже. 

Рисунок 1(а) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для мор-
ской воды. Можно увидеть, что эта зависимость очень близка к ньютоновской, поскольку является 
практически линейной, и начинается почти что в точке (0, 0). Методом нелинейной регрессии были 
выведены следующие значения параметров модели Гершеля-Балкли: 

 τ = 0.00002 + 0.00086γ� �.�34 . (2) 

Тут значение 0.00002 соответствует τ�, и его можно проигнорировать, поскольку оно крайне ма-
ло. Значение 0.00086, в данном случае, можно интерпретировать как динамическую вязкость, и это 
довольно близко к данным по вязкости воды при комнатной температуре, приведенным в других ис-
точниках [16].  

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость между касательным напряжением и градиентом скорости  
(морская вода и растворы с концентрацией 1 г/л) 

 
Рисунок 1(б) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для рас-

твора каррагена в морской воде с концентрацией, равной 1 г/л. Тут зависимость является очень ком-
плексной и не может быть описана моделью Гершеля-Балкли. Это связано с тем, что, как видно, при 
малых градиентах скорости наблюдается псевдопластичное поведение, а после определенной точки, 
начинается дилатантное поведение, то есть n становится больше единицы.  
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Такое же поведение было обнаружено в экспериментах, проведенных в работе [17] для раство-
ров каррагена в воде. Поэтому, нами была применена следующая модификация модели Гершеля-
Балкли: 

 τ = τ� + K�γ� 
�e�78� 9 + K�γ� 
� :1 − e�78� 9;, (3) 

где  K�, K� – псевдопластичный и дилатантный коэффициенты консистенции, n�, n� – псевдопла-
стичный и дилатантный степенные индексы, B и C – некоторые константы, зависящие от 
свойств жидкости.  
 
Как видно из уравнения (3), данная формула учитывает усиление дилатантного поведения при 

больших градиентах скорости. Методом нелинейной регрессии были выведены следующие значения 
параметров уравнения (3): 

 τ = 0.01 + 0.0114γ� �.4>e��.�������38� ?.� + 0.0017γ� �.�@A1 − e��.�������38� ?.�B. (4) 

 

 
 

Рисунок 2 – Зависимость между касательным напряжением  
и градиентом скорости (растворы с концентрацией 0,5 г/л) 

 
Можно заметить, что увеличение концентрации каррагена привело к еще большему увеличе-

нию начального напряжения сдвига. 
Рисунок 1(в) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для рас-

твора ксантана в морской воде с концентрацией, равной 1 г/л. Данную жидкость можно классифици-
ровать как жидкость Оствальда-де Ваале. Методом нелинейной регрессии были выведены следую-
щие значения параметров модели Гершеля-Балкли: 

 τ = 0.00000026 + 0.0388γ� �.@. (5) 

Тут начальное касательное напряжение сдвига крайне мало и его можно игнорировать. Можно 
заметить, что в данном случае, коэффициент консистенции увеличился примерно в 45 раз по сравне-
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нию с морской водой. Можно также сделать вывод о том, что добавление ксантана сильно увеличи-
вает псевдопластичные свойства жидкости, поскольку в данном случае степенной индекс стал равен 
0.7.  

Рисунок 1(г) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для сме-
си каррагена и ксантана в морской воде с концентрацией смеси, равной 1 г/л (в равных пропорциях). 
Данную жидкость также можно классифицировать как жидкость Оствальда-де Ваале. Методом нели-
нейной регрессии были выведены следующие значения параметров модели Гершеля-Балкли: 

 τ = 0.000054 + 0.031γ� �.CC. (6) 

Значение 0.000054 можно игнорировать в связи с незначительностью. Анализируя формулу (6) 
и ранее приведенные формулы, можно сделать вывод о том, что добавление каррагена приводит к 
меньшим значениям коэффициента консистенции и степенного индекса, в сравнении с ксантаном.  

Рисунок 2(а) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для рас-
твора каррагена в морской воде с концентрацией, равной 0.5 г/л. Принципиальным отличием данной 
жидкости от остальных является наличие начального напряжения сдвига, откуда следует, что данная 
жидкость является классическим примером жидкости Гершеля-Балкли, а не модели Оствальда-де 
Ваале. Также можно сделать вывод о том, что добавление каррагена увеличивает начальное напря-
жение сдвига в жидкости, а добавление ксантана, напротив, уменьшает его. Методом нелинейной 
регрессии были выведены следующие значения параметров модели Гершеля-Балкли: 

 τ = 0.0076 + 0.006γ� �.@D. (7) 

В данном случае значение начального напряжения сдвига - 0.0076, и оно довольно значительно 
в сравнении с предыдущими случаями. Сравнение с зависимостью, которую показывает Рисунок 2(в), 
также подтверждает тот факт, что добавление ксантана приводит к большему увеличению коэффи-
циента консистенции и степенного индекса, в сравнении с каррагеном. 

Рисунок 2(б) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для рас-
твора ксантана в морской воде с концентрацией, равной 0.5 г/л. График показывает, что данная жид-
кость является жидкостью Оствальда-де Ваале. Методом нелинейной регрессии были выведены 
следующие значения параметров модели Гершеля-Балкли: 

 τ = 0.000027 + 0.012γ� �.@@. (8) 

Значение начального напряжения сдвига 0.000027 очень мало, и его можно игнорировать. Как 
видно, для раствора ксантана с концентрацией 0.5 г/л характерен коэффициент консистенции,                                     
в 2 раза превышающий коэффициент консистенции, полученный для раствора каррагена с той же 
концентрацией.  

Рисунок 2(в) показывает зависимость касательного напряжения от градиента скорости для сме-
си каррагена и ксантана в морской воде с концентрацией смеси, равной 0.5 г/л (в равных пропорциях). 
Судя по графику экспериментальных данных, можно охарактеризовать данную жидкость как жидкость 
Оствальда-де Ваале. Методом нелинейной регрессии были получены следующие значения парамет-
ров модели Гершеля-Балкли: 

 τ = 0.00001 + 0.009γ� �.E. (9) 

В данном случае значение 0.00001 можно также игнорировать в связи с незначительностью. 
Можно заметить, что наличие смеси каррагена и ксантана с указанной концентрацией увеличивает 
вязкость примерно в 10 раз. Значение n = 0.8 говорит о том, что данная жидкость является псевдо-
пластиком, поскольку n < 1 [18].  

Выводы  
1. Добавление каррагена к морской воде приводит к увеличению начального касательного 

напряжения сдвига (τ₀), коэффициента консистенции (K), но при этом снижает степенной индекс (n), 
что указывает на усиление псевдопластичных свойств. 

2. Добавление ксантана также делает жидкость неньютоновской, но по сравнению с карраге-
ном снижает начальное напряжение сдвига, сильнее увеличивает коэффициент консистенции, значи-
тельно уменьшает степенной индекс, усиливая псевдопластичность. 

3. При одновременном добавлении ксантана и каррагена наблюдается комбинированное влия-
ние: вязкость повышается, но поведение жидкости в основном остается псевдопластичным, с пара-
метрами, промежуточными между случаями добавления только одного из компонентов. 

4. Повышение концентрации полимеров усиливает неньютоновские свойства, особенно в слу-
чае с каррагеном, который при концентрации 1 г/л демонстрирует сложное поведение, сочетающее 
псевдопластичность при малых скоростях сдвига и дилатантность при больших. 

5. Применение метода нелинейной регрессии позволило определить параметры моделей и 
описать реологическое поведение жидкостей, что может быть полезно для инженерных расчётов в 
нефтегазовой и других отраслях. 
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