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Аннотация. При числовых расчетах замена бесконечного ряда 
суммой конечного числа слагаемых или переход от несоб-
ственного интеграла к определенному интегралу приводит к 
отклонению получаемых приближенных решений от точного. В 
статье приводится метод оценки погрешности аналитических 
решений ряда задач фильтрации в трещиновато-поровых сре-
дах с двойной пористостью. 

Annotation. In numerical calculations, the 
replacement of an infinite series by the sum of a 
finite number of terms or the transition from an 
improper integral to a definite integral leads to a 
deviation of the resulting approximate solutions 
from the exact one. The article presents a 
method for estimating the error of analytical 
solutions of a number of filtration problems in 
fractured-porous media with double porosity. 
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месторождениям трещинно-порового типа относится значительная часть мировых запасов уг-
леводородов (Иран, Ирак, Саудовская Аравия, Мексика, Вьетнам), в том числе и ряда регионов 

России (Прикаспийская впадина, Восточная и Западная Сибирь, Урало-Поволжье, Северный Кавказ). В 
комплексе задач совершенствования системы проектирования, разработки и эксплуатации месторожде-
ний трещинно-порового типа особое место занимают задачи гидродинамических исследований сложных 
пластовых процессов. Исследованием особенностей фильтрации пластовых флюидов в средах с двойной 
пористостью занимался большой круг исследователей на протяжении более 60 лет. Накоплен большой 
теоретический и экспериментальный материал, однако остается еще немало вопросов, связанных как с 
более полным учетом реальных факторов, влияющих на развитие гидродинамических процессов в пла-
сте, так и со сложностью решения краевых задач теории фильтрации. Решения рассмотренных задач 
фильтрации в аналитической форме представляют собой несобственные, определенные интегралы или 
функциональные ряды, либо их комбинации. В итоге численные расчеты по асимптотическим формулам 
приводит к отклонению от точных решений. Поэтому задача аналитической оценки, получаемых при этом 
погрешностей, является значимой и актуальной. 

В статье [1] для случая пористой среды получено решение в виде несобственного интеграла, 

который получается из (2.14) при ,∞→ξ и имеет вид: 
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Так как нижний и верхний пределы интегрирования являются особыми точками, то представим 
интеграл, входящий в формулу (1) в виде: 
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Теперь задача сводится к выбору p и P таким образом, чтобы абсолютная величина первого и 
третьего интеграла суммы не превосходила наперед заданного значения ε. 

Используя формулы для функций Бесселя при малых значениях аргумента 
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Следовательно, 
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Используя асимптотические формулы для бесселевых функций при больших значениях аргумента, 
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Далее, для каждого значения критерия 
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Тогда имеет место следующая оценка: 

 ( )
( )

,
puu

duxxsin
x

x

u

du
exxsin

x

x

p

p

Fou

p

ε<=≤
−

≤−

∞

∞
−

∞
∫∫ 2

1
23

0
0

0
0

2

1

2

1

1

1

2

1

 



БУЛАТОВСКИЕ ЧТЕНИЯ СБОРНИК СТАТЕЙ – 2023 
 

 

304 

 

учитывая, что .
x

x
10 <<  

Число р1 может не обеспечивать выполнения неравенства 
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Однако для любого значения ε найдется число р2 такое, что при 2pp ≥  неравенство (4) будет 

справедливо. 

Если положить ( ),p,pmaxР 21=  требуемое соотношение будет выполнено:  
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Поставленная задача решена. Требуемая оценка получена. 
В статье [2] получено аналитическое решение (25) задачи фильтрации при работе несовершен-

ной скважины с постоянным дебитом в неограниченном трещиновато-пористом пласте. Формулу (25), 

введя замену 
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=ρ , удобно представить для численных расчетов в виде: 
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Оценим ряд, входящий в формулу (5). Для каждого значения безразмерного параметра Fo су-
ществует номер N1 такой, что при m > N1 выполняется неравенство 
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Т.е. число N1 является функцией критерия Fo. Поэтому абсолютную величину ( )Fo,Z,ru~  остат-

ка ряда, входящего в (5) можно оценить следующим образом: 
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где  β – численная величина наперед заданной погрешности приближенного решения.  
 

Из неравенства (6) следует 
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Число N1 может не обеспечить выполнения полученного неравенства. 
Однако для всякого значения β1 существует номер N2 такой, что при N ≥ N2 неравенство (7) 

справедливо: 
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т.е. число N2 является функцией величины β1. 
Таким образом, для любого значения времени t, (или для соответствующего ему значения Fo) 

при любом u из интервала [ ]b,a m
2  можно выбрать такое число N0 = max (N1, N2), чтобы выполнялось 

требуемое соотношение 
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Найденное значение N0 остается годным при Fo > t0. 
При исследовании процессов фильтрации в конечных областях получаем решение в виде фор-

мул (12), (15) [3] и (14), (16) [4], которые с помощью замены соответственно 
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можно представить в виде более удобном для проведения расчетов. 
Так, формула (12) [3] будет иметь вид: 
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Оценим ряд, который входит в решение (8) при ξ  = 0. Используя асимптотические формулы 

для больших значений аргумента, абсолютную величину ( )Fo,ru~  остатка ряда, входящего в (8), мож-

но оценить следующим образом: 
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Оценим общий член этого ряда при заданных x0 и y, при ξ = 0. 
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где  ε – численная величина наперед заданной погрешности приближенного решения. 
 

Для каждого значения Fo существует номер N1 такой, что при N > N1 выполняется неравенство: 
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т.е. число N1 является функцией критерия Fo. 
Из неравенства (9) следует 
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Число N1 может не обеспечивать выполнения полученного неравенства. Однако для всякого 
значения ε1 существует N2 такое, что при N ≥ N2, неравенство (10) справедливо: 
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Таким образом, для любого значения времени Fo и при любых значениях [ ]R,rr 0∈  можно вы-

брать такое число N = max(N1, N2), чтобы выполнялось требуемое соотношение .)Fo,r(u~ 12 ε≤  
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