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ассмотрим горизонтальный гетерогенный по проницаемости пласт, заключенный между 
непроницаемыми кровлей и подошвой. Считаем, что главные оси гетерогенности взаимно 

перпендикулярны и направлены горизонтально и вертикально, образуя систему координат (rОz). Ко-
эффициент проницаемости вдоль оси абсцисс Or является переменной вида:  
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а в направлении оси ординат Oz – постоянной величиной kz.  
Составляющие скорости фильтрации вдоль главных направлений будут 
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Скважина, вскрывающая пласт, имеет радиус r0 = 1 и проницаемую часть длиной l = l2 – l1 < h 
(рис.1).  

 

 
 

Рисунок 1 

Р 



БУЛАТОВСКИЕ ЧТЕНИЯ СБОРНИК СТАТЕЙ – 2019 
 

 

219 
 

До начала работы скважины давление во всех точках пласта одинаково, его можно свести к ну-
левому линейным преобразованием P = Pпл + uq. 

Скважина начинает работать с постоянным расходом Q. 
При таких условиях для функции давления u (r, z, t) нужно решить задачу, которая в безразмер-

ных переменных имеет вид: 
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Применяя преобразование Лапласа по переменной Fo из уравнения (3) получим: 
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Граничные условия (4)-(6) преобразуются соответственно в условия: 
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Задачу (7)–(10) будем решать методом разделения переменных: ( ) ( ) ( )σ=σ ,rRzZ,z,ru . 
Из уравнения (7) получаем соотношение: 
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Из соотношения (11) и граничного условия (9) получаем краевую задачу типа Штурма-Лиувилля 

для функций Zm(z)и параметра λ: 02 =λ+′′ zz , ( ) ( ) 00 =′=′ hzz . 
Ее решениями будут собственные функции: 

 ( ) zzZ mm λ= cos   (12) 

и собственные значения: 
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m
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Функции R(r,σ) определяем из уравнений: 

 ( ) ( ) ...,,,m,RkRrnRr mzmm
n

m
n 21001 221 ==λ+δ−′++′′ − , (13) 

которые также получаются из соотношения (11). 
При этом из условия (8) следует: 

 ( ) 0=σ∞,R . (14) 
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Уравнение (13) является частным случаем уравнения Ломмеля, решением которого, при усло-
вии (14), будут: 
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где  Bm – произвольная постоянная.  
 
На основании (12) и (15) составляем решения уравнения (7), удовлетворяющее граничным 

условиям (8) и (10): ( ) ( ) 2
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Покажем теперь, что найдутся такие Bm, при которых решением задачи (7)–(10) будет сумма ряда: 
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Для этого рассмотрим ряд производных: 
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и запишем для него краевое условие (10) при r = 1. Тогда для искомых коэффициентов Bm получаем: 
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Вычисляя интеграл оправа в (18), окончательно получим для m = 0, 1, 2, …,: 

 
( ) ( )

( )
( ) ( ) .

mSxKS

lll
B

,
hSxKS

l
B

mm

mm
m ξσ+πσ⋅

+λ⋅λ
=

ξσ+σ⋅
=

−ν

−ν

1
2
1

cos
2
1

sin4

1

01

21

0010
0

  (19) 

Исследуем сходимость ряда (16) при найденных значениях (19) коэффициентов Вm. Для этого 
достаточно исследовать сходимость ряда: 
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где  ( ) ( ) zlllz mmmm λ⋅+λ⋅λ=Λ cos
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sin4 21 . 

 
Ряд (20) при любых значениях z и при r ≥ ro = 1, мажорируется рядом 

 
( )

( )∑
∞

= −ν

ν
⋅

⋅

1 01

0

m mm

m

SxKmS
SxK

. (21) 

Докажем сходимость ряда (21). Для этого составим для него варианту Бертрана: 
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Если n
n

β=β
∞→

lim  то при β > 1 ряд сходится, β < 1 ряд расходится. 

Используя асимптотические формулы для функций Kν(x) от бесконечно большой переменной, 

которые имеют вид: ( ) ( )x
x
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для модифицированных функций Бесселя II рода, получа-

ем, что варианта Бертрана стремится к бесконечности, следовательно, ряд (16) сходится абсолютно 
и равномерно в области, определяемой неравенствами: 
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Аналогичным образом доказываем, что ряд (16), дважды дифференцируемый по r и z в указан-
ной области, также будет сходящимся, таким образом, сумма этого ряда ( )σ,z,ru  будет решением 
уравнения (7), удовлетворяющим граничным условиям (8)–(10): 
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Функцию давления u(r, z, Fo) находим по формуле Фурье-Меллина: 
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На прямой Reσ ряд (23) будет по модулю мажорироваться сходящимся числовым рядом:
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Непосредственно по формуле обратного преобразования найдем сначала оригиналы функций 
Fт(σ). Каждая из этих функций имеет точки ветвления σ1 = –b2 и σ2 = –a2

m. Других особенностей функ-
ции Fт(σ) не имеют, поэтому для интегрирования возьмем при n = 0 контур, изображенный на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 2 
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Очевидно, что на дуге СR при R→∞ функции Fm(σ) стремятся к нулю равномерно относительно 
аргумента σ, тогда по лемме Жордана: ( ) ( ) 0explim =σ⋅σσ∫

∞→
dFoF

RC
m

R
. 

Исследуем интеграл по контуру C.  
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Если r1→0, то Sm→∞. При этом exp (σ·Fo) будет величиной ограниченной: ( ) tMFo consexp −≤⋅σ . 

Используя асимптотические формулы для функций Kν(x) от бесконечно большой переменной [1, 2], 
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Следовательно, при достаточно малом радиусе r1: 
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При этом exp(σ·Fo) будет ограничена на окружности Сr2, а Sm→0 при r2→0. Используя формулы: 
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Следовательно, на контуре C также: ( ) ( ) 0explim
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Таким образом, интеграл (24) равен сумме интегралов по верхнему (I) и нижнему (П) берегам 
разрезов. На верхнем берегу разреза argSm = π/2, на нижнем берегу разреза argSm = –π/2. Обозначив 

|σ| = ρ, |Sm| = βm, получим, что на обоих берегах разрезов: 
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В соответствии с этим по формуле обратного преобразования (24) получим: 
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Используя известное представление для модифицированных функций Бесселя аргумента 
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Затем, используя теорему о свертке, находим оригинал функции ( )σ
σ mF
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В силу линейности преобразования Лапласа и равномерной сходимости ряда (21) получим для 
давления в блоках формул: 
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Формулу для давления в трещинах находим из (25) и соотношения: 
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Введя обозначения: 
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запишем формулу, которая при i = 1 дает распределение давления в трещинах, а при i = 2 – распре-
деление давления в блоках: 
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Если скважина проницаема по всей длине, но вскрывает пласт на глубину l < h (рис. 1) и не 
имеет донного притока, то в формуле (27) нужно будет изменить лишь Λm(z), которое в этом случае 
будет: ( ) zlz mmm λ⋅λ=Λ cossin2 . 

При ξ = 0 из формулы (27) получаем закон распределения давления для совершенной скважи-
ны, что совпадает с результатами, ранее полученными автором в [3, 4]. При ξ = 0 из формулы (27) 
получаем распределение давления для неоднородной пористой среды, которое совпадает с резуль-
татами работы [5]. Следует также отметить, что при n = 0 задача (7)–(10) описывает нестационарную 
осесимметричную фильтрацию в однородной трещиновато-пористой среде. Решение этой задачи 
также следует из (27) и совпадает с известным [6]. 

По формуле (27) были цроведены численные расчеты. Результаты представлены графически 
(рис. 3, 4).  
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Рисунок 4 
 
Анализ проведенных расчетов показал, что с возрастанием несовершенства скважины                      

(l/h уменьшается) погрешность в расчетах возрастает по сравнению с расчетами для совершенной 
скважины. Погрешность уменьшается при увеличении расстояния от скважины r и с увеличением 
времени t (а следовательно, и параметра Fо).  

Таким образом, влияние несовершенства скважины наиболее существенно сказывается при 
малых r и t. Поэтому при исследовании нестационарных процессов в црискважиннои зоне пласта учет 
несовершенства существенен. 

В црискважиннои зоне важен также учет неоднородности среды. Все это указывает на необхо-
димость выделения как прискважинной зоны, в которой учитывается несовершенство скважины и не-
однородности пласта по проницаемости, так и внешней зоны, где коэффициент проницаемости мож-
но считать постоянной величиной. 
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