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Аннотация. В статье рассматривается задача о потере устойчи-
вости прямого стержня с прямоугольным поперечным сечением. 
Концы стержня закреплены шарнирно. Материал стержня из по-
ристого материала. Поэтому, связи деформациями и напряжени-
ями являются нелинейными. Учитывается так же геометрическая 
нелинейность в одном из поперечных направлений. Таким обра-
зом задача является и физически и геометрически нелинейной, 
следовательно её решение связано с большими математически-
ми трудностями. Для устранения эти трудности при решении за-
дачи применен вариационный принцип. Эйлеровы уравнения 
предложенного функционала дают систему нелинейных диффе-
ренциальных уравнений, которая решена с применением метода 
Рунге-Кутта четвертого порядка. Графически построены зависи-
мости критических значений сжимающей силы от начального 
прогиба относительной толщины. 
 

Annotation. In article the task about loss of 
stability of a direct core with rectangular cross 
section is considered. The ends of a core are 
fixed pivotally. Core material from porous mate-
rial. Therefore, communications by deformations 
and tension are nonlinear. Also geometrical 
nonlinearity in one of the cross directions is 
considered. Thus the task is and physically and 
geometrically nonlinear, therefore her decision 
is connected with great mathematical difficulties. 
The variation principle is applied to elimination 
these difficulties at the solution of a task. The 
Euler equations of the offered functionality give 
the system of the nonlinear differential equa-
tions which is solved with application of the 
Runge-Kutta method of the fourth order. De-
pendences of critical values of the squeezing 
force on an initial deflection of relative thickness 
are graphically constructed. 

Ключевые слова: устойчивость, пористость, тонкостенность, 
физическая нелинейность, геометрическая нелинейность, пе-
ремещение, деформация, напряжение. 

Keywords: stability, porosity, tonkostennost, 
physical nonlinearity, geometrical nonlineari-
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остановка задачи. Стержень постоянной толщины, из пористого материала, находится в 
вертикальном положении, причем верхняя опора свободна перемещается в вертикальном 

направлении и на него действует центрально-сжимающая сила Р. Считается, что стержень тонкий. 
Температура и коэффициент Пуассона считаются постоянными. Требуется определить критическую 
силу, соответствующую потери устойчивости. 
 

Решение задачи. Введем декартову систему координат охуz так, чтобы ось х была направлена 
по оси стержня и проходила через центр тяжести поперечного сечения, а оси у и z направим по глав-
ным осям инерции поперечного сечения.  

Сделаем следующие предположения: 
1. Геометрическая нелинейность имеет место только в направлении нормали (нормальную ко-

ординату будем обозначать через – z). 
2. Учитывается гипотеза Кирхгофа-Лява, т.е. сечения, перпендикулярные к оси стержня до де-

формирования, остаются перпендикулярными к оси стержня и после деформирования. 
3. В направлении оси у точки стержня не получают перемещения и остальные величины не за-

висят от у.  
4. В направлении оси у тольшина стержня равна единице. 
5. Начало системы координат находится на серединной поверхности не деформированного 

стержня, длина стержня равна 2l, причем –	� ≤ x ≤ �. 
6. В направлении оси z тольшина стержня равна 2h, причем –h ≤ z ≤ h. 

П 
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 Тогда компоненты тензора деформаций срединной поверхности и её изгиба выражаются через 
компоненты вектора перемещения на срединной поверхности следующим образом [4]: 

  �	 � 	 ���� 	 
� ������
; ᴂ	 �	� �����  , (1) 

где  �	–	перемещения точек срединного слоя в направлении оси z; ε(x, t), ᴂ(x, t) – оответственно, 
деформация и изменение кривизны на срединной поверхности стержня; t – время.  
 

Уравнение равновесия с учетом геометрической нелинейности, связь между компонентами тен-
зора деформаций и напряжений и граничные условия в декартовой системе координат имеют следу-
ющий вид [1, 3, 4] 

  	�������,� 	 �����,� 	 � 	0. (2)  

  ��� 	 � 	  1 � "#$ 
%&'сек ��� � &+,'сек ���$. (3) 

 -������� 	 ��,�� ∙ /� 	� 	01� 	на	45 	�� 	� 	�6� 	на	4�	 .  (4) 

где      "# 	� 	7 58�+,�%� 
%&$+� � 1 ;  (5) 

�9–	максимальное значение нормального напряжения; :сек – секущий модуль упругости в мо-
мент разрыва, которые всегда можно определить из эксперимента на одноосное растяжение; ���, ��� �	компоненты тензоров деформации и напряжения; ��� �символы Кронекера;            ;
 , 	;� �	соответственно первый и второй инварианты тензора напряжений, запятые означает 

дифференцирование по координате с индексом, который следует после запятые; �� �компо-

ненты вектора перемещений, /� � компоненты вектора нормали, 01� – заданные компоненты 

вектора поверхностных сил на 45, �6� – заданные перемещения на поверхности 4�,	по повторя-
ющимся индексам идет суммирование от 1 до 3. 
 

Систему (3) перепишем следующим образом: 

 ��� 	� 	 �
<=>'сек � ? 1 	 @$��� � @ ∙ ;
���A . (6) 

Введем следующее обозначение: 

 К = 

<=>'сек  . (7) 

C учетом (7) в (6) имеем: 

 ��� 	� 	К? 1 	 @$��� � @;
C��A. (8) 

Предлагаемый функционал имеет следующий вид [2]: 

 D	 � 	E F�G���G�� 	 
�����G�,��G�,� � �G��?HG � 1 	 @$��� � @;
���� 	 H  1 	 @$�G�� � @;G
���$AIJ KL �											� E 01G ��G �KMNO 		E  �G � � �6G �$0G �KMNP ,  (9)  

где  точка над величинами означает производную по времени; V – объем; M� �	плошадь поперечно-

го сечения стержня. При линейном напряженном состоянии �

 	� 	� и остальные компоненты 
тензора напряжений равны нулю. Из системы (3) получается, что  

 �Q 	� 	�
<=>'сек � �Q , (10) 

где   �̃ 	� 	 �

; �Q 	� 	�

; 

 "# 	� 	758�5S� � 1 . (11) 

Из (9): 

 D	 � 	E ?�QG �̃G 	 
� 	�Q �G��$� � �QG �HG �Q 	 H�QG �AJ KL �E TG�G KMNO  . (12)  
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На основе известных соотношений, компонент тензора конечной деформации �̃ в слое стержня, 
удаленном на расстоянии z от срединного слоя, имеет вид [3]: 

 �Q 	� 	� 	 Uᴂ . (13) 

Компонент тензора напряжений в произвольной точке стержня имеет вид [3]: 

 �Q 	� 	 
�V 0 W, X$ 	 YZ�V[ \ W, X$,    

где  0 W, X$ 	� 	E �QKUV<V ; \ W, X$= E UV<V �QKU . (14) 

Приравнивая первую вариацию (12) к нулю имеем: 

 �D	 � 	 E ?�QGJ ��̃G 	 �̃G��QG 	 �Q �G�� � �G�� � �HG ∙ �Q 	 2H ∙ �QG ���QG � �Q�QG�HAG KL �	E _̅GaO ��G K4	 � 	0. (15)  

По условию стержень шарнирно закреплен по торцам, т.е. граничные условия можем записать в 
виде 

  � W, b$|�	d	<ℓ,ℓ 	� 	0; 	\|�	d	<ℓ,ℓ 	 � 	0	.  (16) 

Исходя из граничных условий (16) и физических соображений, для прогиба � W, b$ примем 
следующую аппроксимацию:  

  � W, b$ 	� 	f b$ ∙ ghM iх�ℓ ,  (17) 

где  f b$ – неизвестная функция времени. Для � W, b$	выберем следующую аппроксимацию: 

 � W, b$ 	� 	k b$W , (18) 

где  " b$ – неизвестная функция времени. 
 

Тогда компоненты тензора скорости деформации срединной поверхности имеют следующий вид: 

 
lG 	� 	 ��G�� 	 
� m������n∙ 	 � 	kG  b$ 	 i�oℓ� ∙ f b$ ∙ fG  b$Mp/� i��ℓqG 	� 	 r�����s∙ 	� 	� i�oℓ� fG  b$ghM i��ℓ

t . (19) 

Исходя из уравнения состояния (10) и физических соображений для 0 W, X$	и \ W, X$	примем 
следующие аппроксимации:  

  0 W, X$ 	� 	0
 X$ 	 0� X$Mp/� i��u ; \ W, X$ 	� 	\ X$ghM i��ℓ  , (20) 

где   0
 X$, 	0� X$,	\ X$ – неизвестные функции времени.  
 

С учетом (17)–(20), (15) получает вид: 

 �D	 � 	 E ?0Gu<u 	δ�G 	 \G δᴂG 	G 0 �G�� � �G��	 	 w�G � Y�' �40G 0 � 20G 0y 	 YV� \\G �z �0G 	 																											 ᴂG � YV�'  30G \+40\G � 30#\G $$�\| AKW � 2}TG ∙ ��G 	 � 	0G  , (21)  

где   :	 � 	}0y:сек. 
 

Подставим выражения для �G, ᴂG , 0G , \G  в (21). После вычисления интегралов,  

 �D	 � 	 �20G
� 	 0|�� � 2}�TG ��kG+[
i�ou ∙ f �0G
 	 Yo0|�� � i�ou \| 	 i�ou fG  0
 	 Yo0�$A�fG 	 

																						?2�kG 	 ~�4� ffG � 3�2: �80
0G
 	 40
0|� 	 40G
0� 	 30�0|�� � 40#0G
 � 20#0|� 	 

 										 YV� \\| A�0G
 	 ?kG � 	 i�
�u ffG � Yu�'  40
0G
 	 30
0|�+30G
0�+30�0|�$ � 20#0G
 � Y�0#0|� 	 

 									 YoV� \\| A�0|� 	 ?� i�oℓ� fG � � YuV�' �30G
	\ 	 30|�\ 
o 	 30
\| 	 Yo0�\| � 30#\| $s �\| 	� 	0 . (22)  

Из-за независимости вариаций �	�kG , �fG , �0G
, �0|� и �\|  все их коэффициенты должны рав-
няться нулю. Таким образом, Эйлеровы уравнения функционала (12) будут, где введены следующие 
обозначения безразмерных величин: 

 /
 	� 	 �,V'сек; /� 	� 	 ��V'сек; /# 	� 	 �>V'сек ; _	 � 	 �>'сек; f = 
�u ; �	 �	 �V�'сек; γ = 

uV . (23)  
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��
��
��
� 2/G
 	 /́� � 2_	 � 	0� 4/G
 	 3/́�$ � 4�́ 	 �G 4/
 	 3/�$ 	� 	0;16/#kG 	 2~�/#��G � 3 8/
/G
 	 4/
/́� 	 4/�/́� 	 3/G
/�$ �32/G
/# � 16/# 	 24����́ 	� 	016/#kG 	 ~�/#��G � 24 4/
/G
 	 3 /
/́� 	 /G
/�$ 	 3/�/́�$ �32/G
/# � 24/́�/# 	 12����́ 	� 	0~��/#� 	 9� 4/G
	� 	 /́�	� 	 4/
�́ 	 /��́ � 4/#�́$ 	� 	0

	 (24) 

Начальные условия для системы (27) будут: При X	 � 	0; 

 � 0$ 	� 	 �;̅ k 0$ 	� 	0; /
 0$ 	� 	 /� 0$ 	� 	/
# 0$ 	� 	 /�# 0$ 	� 	� 0$ 	� 	�# 0$ 	� 	0, 
где   �̅ �безразмерный начальный прогиб стержня.  

 

Система дифференциальных уравнений (27) с учетом начальных условий решена на ЭВМ ме-
тодом Рунге-Кутта четвертого порядка. Полученные результаты показаны на графиках. На рисунках 
даны зависимости _	 � 	_ f6$ для различных значений f6# и γ. Изложим алгоритм, по которому реше-
на система (55). Систему (55) перепишем в следующим виде. 

  �G � 	 � 	 �� �
, ��, �Y, … ��, X$ , (25) 

где  p = 1, 2, … 5. 
 

Если обозначить значения �i (p = 1,56666 ) в /-ом шаге через ��� p	 � 	 1,56666), то на / + 1-ом шаге зна-
чения этих величин по методу Рунге-Кутта четвертого порядка будут следующие:  

 ���%
 	� 	��� 	 ��  "
� 	 2"�� 	 2"Y� 	 "o�$, 
где  � –длина шага,  

 "
� 	� 	�� �
�, ���, … ���, X�$; 
 "�� 	� 	�� ��
� 	 �� "

 , ��� 	 �� "
� , … ��� 	 �� "
� , X� 	 ���; 

 "Y� 	� 	�� ��
� 	 �� "�
 , ��� 	 �� "�� , … ��� 	 �� "�� , X� 	 ���; 

 "o� 	� 	�� �
� 	 �"Y
 , ��� 	 �"Y� , … ��� 	 �"Y�, X� 	 �$; 

Ниже приводится зависимости _	 � 	_ f6$ в различных значениях начального прогиба f6# (а) и _=� 	� 	_=� f6#$ (б) для прямого стрежня при различных значениях относительной толщины γ. 
      

 
 

Рисунок 1 – Зависимость _	 � 	_ f6$ в различных значениях начального прогиба f6# (а) и _=� 	 � 	 _=� f6#$ (б)  
для прямого стержня при γ = 100 
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Рисунок 2 – Зависимость критического момента выпучивания от относительной толщины стрежня  
в данном значении начального прогиба 
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